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Sommario
Il presente lavoro di tesi tratta l’applicazione dei metodi diretti per la soluzione
di problemi di controllo ottimo a trasferimenti orbitali realizzati con propulsione
a vela solare composta. Nella prima parte dell’elaborato viene applicato un co-
dice di calcolo, atto a risolvere problemi di ottimizzazione di traiettorie secondo
i principi della programmazione non lineare e implementato in ambiente Matlab,
a trasferimenti orbitali di veicoli spaziali propulsi con vele solari composte. Sono
state considerate traiettorie bidimensionali e tridimensionali di minimo tempo verso
Marte e verso Venere.
Nella seconda parte sono invece presentati in modo sintetico i modelli matemati-
ci della spinta fornita dalla vela solare e i sistemi di riferimento usati. Sono stati
considerati due modelli della spinta: modello ideale (vela perfettamente riflettente)
e modello ottico (vela con proprietà termo-ottiche reali).
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1.1 Obiettivi della tesi
L’obiettivo principale della tesi è quello di ottenere traiettorie di minimo tempo per
trasferimenti orbitali di veicoli spaziali dotati di un sistema di propulsione basato
sull’utilizzo di vele solari composte. Tali sistemi appartengono alla categoria di
propulsori a bassa spinta che consentono di effettuare tutta una serie di missioni
spaziali altrimenti impossibili con i sistemi propulsivi convenzionali. L’ottimizza-
zione delle traiettorie viene effettuato applicando la teoria del controllo ottimo. A
tal proposito si ricorda che i problemi di controllo ottimo vengono risolti utilizzando
tipicamente due approcci diversi che vengono classificati nel seguente modo:
• Metodi Diretti
• Metodi Indiretti
L’approccio indiretto è basato sulla teoria classica del calcolo variazionale, mentre
quello diretto utilizza gli strumenti della programmazione non lineare. Ognuna delle
due tipologie presenta vantaggi e svantaggi. La caratteristica principale dei metodi
indiretti consiste nel dover ricavare le espressioni analitiche delle condizioni neces-
sarie e per dinamiche piuttosto complicate ciò può costituire un notevole problema;
inoltre i metodi indiretti presentano difficoltà di convergenza. I metodi diretti, al
contrario, non richiedono alcuna espressione analitica per le condizioni necessarie
ed è proprio questo il vantaggio che essi offrono rispetto ai metodi diretti. Traiet-
torie ottime dal punto di vista del tempo di trasferimento sono state studiate da vari
autori e la maggior parte di tali studi sono stati effettuati applicando il principio
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di Pontryagin del calcolo variazionale (si veda ad esempio il riferimento [1]). Solo
pochi studi sono stati invece effettuati utilizzando un approccio diretto, basato sulla
risoluzione di un problema di ottimizzazione parametrica ottenibile con la discre-
tizzazione delle variabili di controllo [2]. Nella presente tesi l’ottimizzazione della
traiettoria è stata effettuata utilizzando un approccio diretto, in modo da approfon-
dire tale analisi. Per una completa trattazione del problema di programmazione non
lineare su cui si basa il metodo diretto si rimanda ai riferimenti bibliografici [3],[4]. A
tale scopo si è utilizzato un software di ottimizzazione sviluppato per minimizzare
trasferimenti interplanetari di vele convenzionali verso pianeti interni ed esterni del
Sistema Solare. Il codice di calcolo utilizzato è stato sviluppato in ambiente MAT-
LAB ed è il risultato di una precedente tesi [5]. Il punto di partenza di questa tesi è
quindi l’utilizzo del codice al fine di ottenere trasferimenti orbitali di minimo tempo
di vele solari composte. Per tale motivo sono state apportate diverse modifiche al
software di partenza allo scopo di approfondire l’analisi di missioni spaziali di vele
composte con i metodi diretti.
1.2 Organizzazione della tesi
La tesi è stata suddivisa in due parti. Nella parte I vengono studiate le traiettorie ot-
time di trasferimento orbitale di vele solari composte verso orbite planetarie esterne
ed interne del Sistema Solare. Nella parte II sono invece introdotti ed analizzati i
modelli matematici che permettono di schematizzare il comportamento di una vela
solare in funzione della sua geometria e del suo assetto.
Nel Capitolo 2 sono state analizzate le traiettorie di trasferimento ottime nel ca-
so semplificato in cui possano essere considerate bidimensionali. In particolare, i
trasferimenti studiati sono due:
• Trasferimento Terra - Marte
• Trasferimento Terra - Venere
Per entrambi i trasferimenti vengono analizzate traiettorie ottime di minimo tempo
nell’ipotesi in cui le orbite dei pianeti si possano considerare circolari e complanari.
Nel Capitolo 3 sono state studiate le traiettorie ottime, relative agli stessi trasferi-
menti analizzati nel Capitolo 2, nel caso tridimensionale. In particolare, vengono
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considerati quegli aspetti trascurati nel Capitolo 2, ossia la forma e l’orientamento
reali delle orbite e la reale posizione della Terra sulla sua orbita.
Nell’ appendice vengono descritti i modelli matematici relativi alla spinta gene-
rata dalla vela solare e vengono introdotte le equazioni del moto che descrivono
la dinamica del problema in esame e i sistemi di riferimento che consentono di
rendere il problema matematicamente trattabile. In particolare, nell’appendice A
vengono analizzate due tipologie di vela (convenzionale e composta) e due model-
li della spinta (ideale e ottico). Nell’appendice B vengono introdotte le equazioni
del moto e le trasformazioni di coordinate che consentono di risolvere il problema
matematicamente.
1.3 Le vele solari
Le vele solari appartengono a quella classe di apparati propulsivi comunemente de-
nominata col termine di sistemi a bassa spinta e, rispetto ai comuni sistemi di pro-
pulsione spaziale, presentano il vantaggio di non necessitare di propellente. Infatti
esse usano direttamente la luce del Sole per generare la spinta sfruttando le leggi
fisiche che definiscono la natura della luce. Sfruttando una fonte di energia esterna
praticamente inesauribile, ossia la radiazione elettromagnetica generata dalle stelle,
la vela solare garantisce una spinta continua e teoricamente illimitata per tutta la
durata della missione. Ciò rende la propulsione a vela solare competitiva rispet-
to ai sistemi di propulsione più tradizionali. Le caratteristiche fondamentali che
contraddistinguono le vele solari sono essenzialmente due:
1. l’utilizzo di ampie superfici riflettenti utilizzate per raccogliere e reindirizzare
la radiazione elettromagnetica proveniente dal Sole;
2. la completa assenza di propellente
Le vele solari sono quindi veicoli spaziali di notevole dimensione approssimabili a
degli ampi specchi o superfici riflettenti. Non utilizzando alcun tipo di propellente,
inoltre, la loro massa è praticamente costante (se si trascura la perdita di materiale
legata all’erosione del film riflettente) e non presentano problemi legati al rumore
e alle vibrazioni tipici degli apparati propulsivi convenzionali. Se il vantaggio of-
ferto dalla vela solare è quello di non necessitare di propellente, risparmiando così
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su massa e costi, lo svantaggio più importante è la necessità di realizzare super-
fici molto ampie. L’idea di usare la radiazione elettromagnetica come sistema di
propulsione risale agli anni ’20 del ventesimo secolo ad opera dei pionieri russi
dell’astronautica come Konstantin Tsiolkovsky (1857-1935) e Fridrickh Arturovich
Tsander. A quell’epoca era noto che la luce esercitasse una pressione su di una su-
perficie, grazie alla teoria dell’elettromagnetismo sviluppata da Maxwell nel 1860,
ma bisognerà aspettare gli anni ’50 per avere i primi studi seri sulla reale possibi-
lità di utilizzare la luce come sistema propulsivo. Negli anni ’70 Jerome L.Wright
studiò una traiettoria per un rendez-vous con la cometa di Halley che permetteva
di raggiungere il corpo celeste in quattro anni, tre anni in meno rispetto alla stessa
missione con propulsore elettrico, ma a causa dei problemi legati all’apertura delle
vele il progetto fu abbandonato. Un nuovo interesse da parte della comunità scien-
tifica verso le vele solari si avrà negli anni ’90.
Come già più volte detto, in questa tesi viene approfondito lo studio di trasferimen-
ti orbitali di vele composte. La differenza fra una vela convenzionale e una vela
composta consiste nel fatto che nella prima le funzioni di raccolta della radiazione
solare e di direzionamento della spinta sono svolte dalla medesima superficie; nella
seconda, invece, le due funzioni sono separate e la funzione di direzionare la spinta
è svolta da una superficie diversa.
Figura 1.1: Prova di svolgimento di una vela solare a quattro quadranti triangolari di di-












Nel presente Capitolo verranno analizzati due tipi di trasferimento:
• Terra - Marte
• Terra - Venere
per un veicolo spaziale che usa come sistema propulsivo una vela solare composta.
In particolare, il problema che viene affrontato è lo studio di traiettorie Terra - Marte
e Terra - Venere ottimizzate rispetto alla variabile tempo, ossia sono considerate
traiettorie di minimo tempo per entrambi i tipi i trasferimento. Le ipotesi assunte
in questo Capitolo sono quelle di orbite di trasferimento complanari, circolari e
bidimensionali. Precisamente, le ipotesi che si fanno sono le seguenti:
• l’orbita del pianeta di partenza e quella del pianeta di arrivo vengono supposte
circolari e complanari di raggio pari alla distanza media del pianeta e il Sole;
• non si considera la reale posizione dei pianeti rispetto al Sole.
Il modello risulta essere notevolmente semplificato, tuttavia queste approssima-
zioni trovano giustificazione nel fatto che le eccentricità orbitali sono piccole, e
precisamente pari a:
- eccentricità della Terra: 0.01671022;
- eccentricità di Marte: 0.09341233;
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- eccentricità di Venere: 0.00677323;
ed anche le inclinazioni sono modeste, infatti:
- inclinazione di Marte: 1.85061 deg;
- eccentricità di Venere: 3.39471 deg.
Un’ulteriore conferma della buona approssimazione che si ottiene dallo studio sem-
plificato bidimensionale si otterrà nel Capitolo 3, quando si tratteranno le traiettorie
tridimensionali.
2.2 Problema di ottimizzazione
L’indice di prestazione che deve essere minimizzato è il tempo di missione tf ;
supponendo che il trasferimento abbia inizio al tempo ti = 0, si ha che:
∆t = tf − ti ≡ tf (2.1)
Il problema viene risolto mediante l’integrazione delle equazioni che descrivono la
dinamica del sistema tenendo conto dei seguenti vincoli:
• condizioni iniziali;
• condizioni al contorno;
• vincoli sulle variabili di controllo.
Nel seguito del paragrafo verranno esaminati in dettaglio questi vincoli specializ-
zandoli al tipo di trasferimento esaminato in questo capitolo.
2.2.1 Equazioni del moto
Dato che la traiettoria del veicolo spaziale appartiene al piano individuato dalle
orbite dei pianeti, risulta, in questo caso, molto conveniente introdurre un sistema
di riferimento polare τ¯(r; θ) di versori iˆr e iˆθ.
Le variabili di stato sono la posizione e la velocità della vela le cui componenti nel
riferimento scelto sono:
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Figura 2.1: Sistema di riferimento polare per un trasferimento bidimensionale.
- r: posizione radiale;
- θ: anomalia misurata in senso antiorario a partire da una direzione di riferi-
mento x;
- u: componente radiale del vettore velocità;
- v: componente tangenziale del vettore velocità;
Tali variabili sono rappresentate in Figura 2.1.
Ora, posto r = riˆr, si ha: r˙ = v = r˙iˆr + rθ˙iˆθr¨ = v˙ = (r¨ − rθ˙2) iˆr + (2r˙θ˙ + rθ¨) iˆθ , (2.2)
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combinando questi due sistemi di equazioni, si ricava che le equazioni che descri-
vono il moto del veicolo spaziale, in tal caso, possono essere scritte nel seguente
modo:














dove µ¯ è il parametro gravitazionale del Sole, mentre ar e aθ sono le componenti
radiale e azimutale, rispettivamente, dell’accelerazione propulsiva della vela solare.
Accelerazione propulsiva della vela solare L’espressione più generale dell’acce-





[Arˆ+ (B cosα+ C) nˆ] (2.8)
Dunque, nel caso bidimensionale, le componenti radiale e azimutale dell’accelera-
zione sono date semplicemente da:
ar = a · iˆr = βµ¯
2r2
[A+ (B cosα+ C) cosα] (2.9)
aθ = a · iˆθ = βµ¯
2r2
(B cosα+ C) sinα (2.10)
dato che iˆr ≡ rˆ e, quindi: iˆr · rˆ = 1, mentre si ha: iˆr ·nˆ = cosα, iˆθ ·nˆ = sinα. Infatti
l’angolo α è l’angolo formato dal versore normale alla vela, nˆ, con la direzione dei
raggi solari incidenti, [rˆ] = [1,0]T .
Nelle espressioni di ar e di aθ , i coefficienti A,B e C dipendono dal grado di ap-
prossimazione usata per il modello (ideale, OC-IR-ID, OC-OR-OD, OC-OR-OD).
Questi coefficienti sono riportati nella Tabella 2.1.
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coefficiente modello ideale OC-IR-ID OC-OR-ID OC-OR-OD
A 0 0.1621 0.3042 0.4225
B 2 1.6544 1.3685 1.1320
C 0 0 0 -0.0075
Tabella 2.1: Coefficienti di forza della vela composta.
Il parametro β indica il parametro di snellezza della vela definito nel paragrafo A.5,
mentre l’angolo α è l’angolo di controllo della vela, ovvero la variabile di controllo
del problema di ottimizzazione.
Riportiamo anche le espressioni delle componenti dell’accelerazione nel caso di
vela convenzionale dato che nel seguito verrà effettuato un confronto fra le due
tipologie di vele:














2 α+ b3 cosα
)
sinα (2.12)
dove i coefficienti di forza b1, b2 e b3 sono riportati nella Tabella 2.2.




Tabella 2.2: Coefficienti di forza della vela convenzionale.
Scalatura del problema di ottimizzazione Nella simulazione numerica di pro-
blemi di ottimizzazione di traiettorie una questione fondamentale è quella della cor-
retta scalatura del problema da risolvere. Nel caso di traiettorie interplanetarie si
può utilizzare a tale scopo il sistema di unità canoniche definito nel seguente modo:
- unità di lunghezza (DU): corrisponde alla distanza media Terra-Sole, r⊕,
(unità astronomica: 1 AU=149 597 870.691 km);
- unità di massa (MU): corrisponde alla massa del Sole (1.99× 1030Kg);
12
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Figura 2.2: Definizione dell’angolo di cono della vela
- unità di tempo (TU): viene calcolata imponendo che in questo sistema di unità





Equazioni del moto nel sistema di unità canoniche Utilizzando il sistema di
unità di misura canoniche le equazioni del moto assumono la forma seguente:














con l’accelerazione della vela espressa dalle relazioni:
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(B cosα + C) sinα (2.19)

















2 α + b3 cosα
)
sinα (2.21)
nel caso di vela solare convenzionale.
2.2.2 Condizioni iniziali
L’orbita iniziale da cui si fa partire il trasferimento viene assunta coincidente con
l’orbita terrestre, approssimata nel caso bidimensionale da una circonferenza di rag-
gio pari alla distanza media Terra-Sole, ovvero ad una unità astronomica. Si assume
inoltre che la vela parta con velocità tangenziale all’orbita terrestre. Le condizioni
iniziali per il trasferimento sono quindi:




In unità canoniche si ottiene:
r0 = 1 , θ0 = 0 , u0 = 0 , v0 = 1
2.2.3 Condizioni al contorno
L’orbita finale che deve raggiungere la vela nel minor tempo possibile può essere
un’orbita planetaria esterna o interna rispetto alla Terra nel Sistema Solare. Come
abbiamo già detto, si considerano entrambe le possibilità. In particolare verran-
no analizzati un trasferimento Terra-Marte e un trasferimento Terra-Venere. Per
14
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entrambi i trasferimenti si effettua un rendez-vous, caratterizzato dal fatto che la
vela possiede velocità radiale nulla in corrispondenza del punto di arrivo. Il rag-
gio dell’orbita finale corrisponde alla distanza media del pianeta obiettivo dal Sole,
mentre il valore finale dell’anomalia non viene vincolato in modo da poter ot-
timizzare anche la posizione del veicolo sull’orbita del pianeta d’arrivo. Si ha,
dunque:












Il raggio medio dell’orbita del pianeta d’arrivo rf è pari a 1.52366231 DU per Marte
e 0.72333199 DU per Venere.
2.2.4 Vincoli sulle variabili di controllo
Lo strumento utilizzabile per il controllo del veicolo spaziale è l’accelerazione pro-
pulsiva la cui espressione in termini di componenti è riportata nelle equazioni 2.9
e 2.11. Da tali equazioni risulta evidente che nel caso bidimensionale si ha un’uni-
ca variabile di controllo: l’angolo di cono α della vela. L’intervallo di variazione










2.3 Modifiche al software di base
Il software di base, usato come punto di partenza per questa tesi, ottimizza traietto-
rie bidimensionali di vele solari convenzionali per i modelli di forza ideale, ottico e
parametrico. Le modifiche apportate al software per adattarlo alle esigenze di questa
tesi riguardano essenzialmente il modello di spinta ottenibile dalla vela solare, ossia
la dinamica del sistema. Al modello della spinta relativo alle vele convenzionali è
stato, dunque, sostituito il modello della spinta relativo alle vele composte. A segui-
to di tale modifica, il software è in grado di ottimizzare le traiettorie interplanetarie
15
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bidimensionali di veicoli spaziali che fanno uso di vele solari composte per tutti e
quattro i modelli di spinta presentati in questa tesi: ideale, OC-IR-ID, OC-OR-ID e
OC-OR-OD (per la descrizione di tali modelli si rimanda all’appendice A).
2.4 Simulazioni ed analisi dei risultati
Applicando al problema considerato il metodo diretto, si ottengono dei risultati mol-
to vicini a quelli disponibili in letteratura [6],[7]. La prima operazione da fare per
risolvere un problema di controllo ottimo con metodi diretti è quella di tradurre il
sistema dinamico in esame, problema continuo, in un problema di dimensione fini-
ta. A tal proposito, si suddivide la durata della fase, compresa fra gli estremi ti e tf ,
in un certo numero di intervalli, ad esempio (M-1):
ti = t1 < t2 < . . . < tM = tf (2.23)
Gli M punti che definiscono i sottointervalli sono detti nodi e nel loro insieme cos-
tituiscono la griglia di discretizzazione o mesh della fase.
I parametri che devono essere scelti per poter effettuare la simulazione numerica
sono, dunque, i seguenti:
- numero di intervalli in cui suddividere la missione;
- parametro di snellezza o accelerazione caratteristica, e modello di forza della
vela;
- pianeta di arrivo;
- valori di primo tentativo per l’angolo di cono della vela e per la durata del
trasferimento.
2.4.1 Trasferimento Terra-Marte
In questa sezione vengono presentati i risultati delle simulazioni effettuate per il
trasferimento Terra-Marte. In particolare, vengono visualizzate le traiettorie di tras-
ferimento dalla Terra a Marte nel piano delle orbite, essendo il trasferimento bidi-
mensionale, e la corrispondente variazione dell’angolo di controllo α durante l’evo-
luzione della missione. Viene inoltre calcolato il tempo di trasferimento necessario
16
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per effettuare la missione. Per questo tipo di trasferimento abbiamo scelto di sud-
dividere il trasferimento in 20 intervalli e abbiamo scelto un parametro di snellezza
β = 0.1, che corrisponde ad una accelerazione caratteristica di circa 0.6 mm/s2.
È stato poi effettuato uno studio sulla sensibilità del metodo numerico utilizzato
al numero N di intervalli in cui viene suddivisa la traiettoria della vela solare. Si
nota, quindi, che aumentando il numero degli intervalli non si hanno significativi
scostamenti dalla soluzione che si ottiene ponendo N = 20 in termini di prestazioni
offerte dalla vela (ossia in termini di durata del trasferimento). Infatti, la massima
variazione percentuale che si ottiene è dello 0.6% e si ha in corrispondenza del caso
ideale passando da N = 20 a N = 80. Questo è un risultato molto importante
perché consente di ottenere previsioni attendibili senza la necessità di dover atten-
dere un eccessivo tempo di simulazione. La variazione del tempo di missione con
il numero di intervalli è riportato in Tabella 2.3.
modello N = 20 N = 40 N = 80
ideale 442.2 444.05 444.9
OC-IR-ID 487.04 486.9 486.5
OC-OR-ID 544.21 547.1 546.8
OC-OR-OD 785.97 786.97 789.81
Tabella 2.3: Durata del trasferimento Terra-Marte 2D in giorni per i modelli di vela
composta e per diversi numeri di intervalli.
Per ottenere la convergenza del metodo numerico è stato sufficiente porre α = pi/6
in tutti gli intervalli per ogni modello di forza analizzato e una stima ragionevole
del tempo di trasferimento, tf . Vengono di seguito riportati i risultati ottenuti:
Modello ideale Per modello ideale si intende una vela perfettamente riflettente;
si assume, cioè, che le superfici riflettenti della vela presentino un coefficiente di
riflessione unitario. Nelle seguenti figure si riportano i risultati delle simulazioni
ottenute per il modello ideale di SPT. Le figure 2.3 e 2.4 sono state ottenute sud-
dividendo la traiettoria in un numero N = 20 di intervalli. Come si può notare,
l’angolo di cono α risulta essere costante all’interno di ogni sottointervallo.
Aumentando il numero di intervalli fino a N = 80, si ottengono risultati rappresen-
tati nelle seguenti figure 2.5 e 2.6. Si nota come l’angolo di cono α presenti grandi
escursioni passando da un intervallo al successivo soprattutto nella prima fase del
trasferimento. Tali escursioni si riducono sensibilmente all’aumentare del numero
17



















Figura 2.3: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello ideale, N = 20.















Figura 2.4: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello ideale, N = 20: andamento dell’angolo di cono α della vela.
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di intervalli anche se permangono dei salti con dei picchi per N = 80. Questo com-
portamento è dovuto a problemi di natura numerica. Le equazioni del moto sono
infatti molto complesse da risolvere essendo equazioni differenziali non lineari e il
metodo numerico utilizzato risulta essere piuttosto sensibile alla scelta iniziale dei
parametri, e in particolar modo alla scelta della stima iniziale del tempo di trasferi-
mento (open final time). In particolare, si scopre che all’aumentare del numero N di
intervalli in cui viene suddivisa la traiettoria, la sensibilità del metodo numerico alla
scelta della stima iniziale del tempo di trasferimento tf si riduce notevolmente dal
punto di vista delle prestazioni offerte dalla vela, ossia dal punto di vista del tempo
necessario alla vela per effettuare il trasferimento. In altre parole, aumentando N
la scelta di tf influisce sempre meno sulla durata del trasferimento fino a diventare
quasi ininfluente per N sufficientemente grande. La stessa cosa non può dirsi per
l’andamento dell’angolo di cono α. Infatti, l’andamento di α dipende fortemente dal
valore iniziale di tf soprattutto nella prima fase del trasferimento anche dopo aver
aumentato N . Probabilmente, aumentando ulteriormente N anche l’andamento di
α dipenderà sempre meno dalla scelte iniziale di tf . La sensiblità dimostrata dal
metodo numerico aumenta all’aumentare della complessità del modello utilizzato.
In questo caso è stato aumentato ulteriormente il numero di intervalli in cui è stata
suddivisa la traiettoria fino ad arrivare a N = 160. Per quanto riguarda le prestazio-
ni offerte dalla vela in termini di durata del trasferimento, con N = 160 si ottiene
un tempo di trasferimento pari a 445.3 giorni. Dunque, come già osservato, non si
hanno significative variazioni di prestazioni all’aumentare del numero di intervalli.
Come si può osservare dalla figura 2.8 si riduce il picco nell’angolo α ma conti-
nuano ad esserci forti escursioni nei valori assunti dall’angolo di cono nel passare
da un sottointervallo al successivo. Tali escursioni, come detto prima, sono dovuti
a problemi di natura numerica e possono essere risolti aumentando ulteriormente il
numero N di intervalli in cui è suddivisa la traiettoria.
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Figura 2.5: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello ideale, N = 80.















Figura 2.6: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello ideale, N = 80: andamento dell’angolo di cono α della vela.
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Figura 2.7: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello ideale, N = 160.















Figura 2.8: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello ideale, N = 160: andamento dell’angolo di cono α della vela.
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Modello OC-IR-ID Nel modello OC-IR-ID si assume un comportamento ottico
del collettore (ossia si considerano le sue proprietà termo-ottiche) e un comporta-
mento ideale del riflettore e del direttore (perfettamente riflettenti). Si può osservare
dalla figura 2.10 come anche in questo caso vi siano delle escursioni nel valore di
α passando da un sottointervallo al successivo soprattutto nella prima fase del tras-
ferimento. All’aumentare del numero di intervalli, l’andamento di α diventa più
regolare nella parte finale del trasferimento ma continua a presentare discontinuità
con dei picchi marcati nella prima fase del trasferimento. Ciò è legato ai problemi
numerici di cui abbiamo parlato a proposito del modello ideale. Infatti, l’analisi
svolta a proposito del modello ideale può essere estesa anche a questo caso come
a tutti gli altri. In particolare si nota ancora una forte dipendenza dell’andamento
dell’angolo di cono α alla scelta iniziale di tf , mentre la dipendenza del tempo di



















Figura 2.9: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-IR-ID, N = 20.
22
2 – Trasferimenti Bidimensionali















Figura 2.10: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,



















Figura 2.11: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-IR-ID, N = 40.
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Figura 2.12: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,



















Figura 2.13: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-IR-ID, N = 80.
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Figura 2.14: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-IR-ID, N = 80: andamento dell’angolo di cono α della vela.
Modello OC-OR-ID Il modello di forza denominato OC-OR-ID si ottiene consi-
derando il reale comportamento termo-ottico del collettore e del riflettore e attri-
buendo al direttore proprietà ottiche ideali. Si nota in questo caso che l’angolo di
cono α presenta piccole escursioni e si mantiene quasi costante durante l’evoluzione
della missione. Nella figura 2.16 è mostrato l’andamento di α durante l’evoluzione
della missione ponendo N = 20; in figura 2.20 si l’andamento dello stesso angolo
per N = 80.
Modello OC-OR-OD Il modello di forza OC-OR-OD si ottiene attribuendo pro-
prietà termo-ottiche reali tutte le superfici che compongono l’SPT (collettore, riflet-
tore e direttore). Nelle figure 2.21 e 2.22 sono rappresentati i risultati relativi alla
simulazione che si ottiene ponendo N = 20. In particolare, nella figura 2.21 in cui
è rappresentato l’andamento dell’angolo di cono α in funzione del tempo di volo, si
può osservare che in un certo intervallo di tempo situato all’inizio della missione,
l’angolo α è pari a pi/2. Questa è quindi una condizione di volo inerziale in quanto
per tale valore di α la spinta prodotta dalla vela solare si annulla. Questa condizione
di volo inerziale persiste anche aumentando il numero di intervalli fino a N = 80
come è possibile vedere in figura 2.24.
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Figura 2.15: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-OR-ID, N = 20.















Figura 2.16: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-OR-ID, N = 20: andamento dell’angolo di cono α della vela.
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Figura 2.17: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-OR-ID, N = 40.















Figura 2.18: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-OR-ID, N = 40: andamento dell’angolo di cono α della vela.
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Figura 2.19: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-OR-ID, N = 80.















Figura 2.20: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-OR-ID, N = 80: andamento dell’angolo di cono α della vela.
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Figura 2.21: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-OR-OD, N = 20.















Figura 2.22: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-OR-OD, N = 20: andamento dell’angolo di cono α della vela.
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Figura 2.23: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-OR-OD, N = 80.















Figura 2.24: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-OR-OD, N = 80: andamento dell’angolo di cono α della vela.
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Andamento del tempo di trasferimento in funzione del parametro di snellez-
za β. È stato calcolato il tempo di trasferimento per vari valori del parametro
di snellezza della vela per tutti i modelli di forza considerati: ideale, OC-IR-ID,
OC-OR-ID e OC-OR-OD. In particolare, sono stati assunti 20 diversi valori del
parametro di snellezza (da 0.1 a 0.3) con un intervallo di 0.01. Il risultato della
simulazione è rappresentato in figura 2.25. In particolare si nota che il tempo di
trasferimento ha un andamento decrescente in funzione di β con comportamento
asintotico per β = 0 in corrispondenza del quale si ha accelerazione nulla e quindi
un tempo di trasferimento infinito. Ricordiamo infatti che il parametro di snellezza
e l’accelerazione caratteristica della vela sono legati fra loro dalla relazione lineare
β ∼= ac/5.93. Le curve rappresentate in figura 2.25 possono essere bene approssi-
mate da polinomi di vario grado per i valori di β considerati. Ad esempio, in figura
2.26 sono rappresentati i polinomi interpolatori nel caso di SPT ideale e nel caso
di modello OC-OR-OD. Nel caso di modello ideale, si ottiene una buona approssi-
mazione anche con un polinomio di grado 3, mentre nel caso ottico si hanno buone
approssimazioni con polinomi di grado almeno 8. A titolo di esempio, in figura
2.26 sono rappresentati i polinomi interpolatori di grado 4 per il modello ideale e di
grado 10 per il modello OC-OR-OD. L’equazione del polinomio interpolatore nel
caso ideale è:
7.85 · 104β4 − 7.789 · 104β3 + 3.0131 · 104β2 − 0.5784 · 104β + 0.0789 (2.24)
È bene precisare che queste approssimazioni polinomiali valgono solo nell’inter-
vallo dei valori di β considerati, in quanto come abbiamo detto, quando β assume
il valore nullo, si hanno tempi di trasferimento infiniti e le curve di figura 2.25 pre-
sentano un asintoto verticale per β = 0.
Dall’analisi della figura 2.25 si nota che all’aumentare delle differenze con il mo-
dello ideale si ottengono tempi di trasferimento sempre più grandi. L’incremento
di tempo richiesto dalla vela non ideale non è trascurabile rispetto ai tempi di volo
richiesti dalla vela ideale e si riduce all’aumentare del valore di β considerato. In
particolare, l’incremento è dell’ordine del 9-10% per il modello OC-IR-ID, del 18-
19% per il modello OC-OR-ID e dell’ordine del 40% per il modello OC-OR-OD in
corrispondenza di β = 0.1 e del 28% in corrispondenza di β = 0.3.
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Figura 2.25: Trasferimento Terra-Marte 2D di una vela solare composta: durata del
trasferimento al variare del parametro di snellezza.




































Figura 2.26: Interpolazione polinomiale dei dati relativi ai tempi di trasferimento Terra-
Marte per i modelli ideale e OC-OR-OD.
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Confronto fra tipologie di vele. A questo punto, è stato effettuato anche un
confronto fra le prestazioni ottenibili da una vela composta (SPT) e da una vela
solare convenzionale (flat). Sono stati, cioè, calcolati i tempi di trasferimento per
tutti i modelli di vela introdotti in questa tesi per diversi valori del parametro di
snellezza β. Il risultato della simulazione è riportato in figura 2.27. Assumendo che
le perdite di prestazione nelle vele composte siano dovute essenzialmente al collet-
tore, i tempi minimi di trasferimento ottenibili da una vela composta sono minori di
quelli ottenibili da una vela convenzionale con modello di forza ideale. Infatti, nelle
vele composte, a differenza di quanto succede nelle vele convenzionali, la funzione
di raccogliere la radiazione elettromagnetica è separata dalla funzione di riflettere la
radiazione e quindi di dirigere la spinta; ciò determina un aumento delle prestazioni
come del resto risulta ovvio dall’analisi delle figure A.6 e A.13. I tempi minimi di
trasferimento competono per ogni valore di β considerato, alla vela composta con
modello di forza ideale. Se, invece, si considera un comportamento ottico di tutte le
superfici che compongono l’ SPT (modello OC-OR-OD), si nota che, per ogni va-
lore di β considerato, i tempi di trasferimento per una vela composta sono maggiori
non solo a quelli relativi alla stessa classe di vela con altri modelli di forza (ideale,
OC-IR-ID, OC-OR-ID), ma anche dei tempi relativi ad una vela convenzionale con
modello di forza ottico. Alcuni risultati delle simulazioni effettuate sono riportate
nella tabella 2.4 dove il tempo il tempo minimo di trasferimento è espresso in giorni.
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Figura 2.27: Trasferimento Terra-Marte 2D: confronto fra i tempi di trasferimento al
variare di β di un SPT e di una vela convenzionale.
β conv. ideale conv. ottica SPT ideale OC-IR-ID OC-OR-ID OC-OR-OD
0.1 507.95 582.44 442.2 487.04 544.21 785.97
0.12 465.05 515.67 410.36 451.15 497.99 557.05
0.14 437.18 481.34 386.36 425.55 469.26 520.47
0.16 415.76 456.66 367.82 405.75 447.71 495.98
0.18 398.44 437.26 352.69 389.83 430.49 477.28
0.2 384.1 421.36 340.17 376.72 416.59 462.32
0.22 371.85 408.06 329.52 365.78 404.85 449.73
0.24 361.28 396.68 320.35 356.33 394.55 439.23
0.26 351.1 386.68 312.35 348.04 385 430.32
0.28 344.05 377.86 305.3 340.45 377.23 422.73
0.3 336.92 369.92 299.08 334.26 370.97 416.76
Tabella 2.4: Durata del trasferimento Terra-Marte 2D in giorni per entrambe le tipologie di
vela (convenzionale e composta) e per i vari modelli di spinta al variare di β.
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2.4.2 Trasferimento Terra-Venere
In questa sezione vengono presentati i risultati delle simulazioni ottenute per il tras-
ferimento Terra-Venere. Anche per il trasferimento Terra-Venere si è scelto di dis-
cretizzare la traiettoria in N = 20 intervalli e un parametro di snellezza della ve-
la β = 0.1. Anche in questo caso è stato effettuato uno studio sulla sensibilità
del metodo numerico utilizzato al numero N di intervalli in cui viene suddivisa la
traiettoria della vela solare. I risultati di tale di tale studio sono riportati in Tabella
2.5.
modello N = 20 N = 40 N = 80
ideale 222.34 222.44 222.37
OC-IR-ID 242.67 242.39 242.48
OC-OR-OD 266.69 266.71 266.76
OC-OR-OD 295.77 295.94 297.16
Tabella 2.5: Durata del trasferimento Terra-Venere 2D in giorni per i modelli di vela
composta e per diversi numeri di intervalli.
Come nel caso dei trasferimenti Terra-Marte, anche in tal caso, aumentando il nu-
mero di intervalli in cui è suddivisa la traiettoria, la soluzione non si discosta da
quella che si ottiene ponendo N = 20 dal punto di vista delle prestazioni offerte
dalla vela. La massima variazione percentuale che si ottiene è dello 0.47% in cor-
rispondenza del modello OC-OR-OD quando si passa da N = 20 a N = 80. Per
tener conto del fatto che il trasferimento é effettuato verso un pianeta interno del
sistema solare rispetto alla Terra, si assegna all’angolo α un valore pari a -1 in tutti
gli intervalli. Rispetto al caso si Marte, i trasferimenti Terra - Venere danno minori
problemi di natura numerica e la convergenza della soluzione avviene in un tempo
minore. Anche la scelta iniziale della stima del tempo di trasferimento influisce in
maniera minore sulla convergenza della soluzione. Questo è dovuto al fatto che la
distanza media Terra-Venere è molto minore della distanza media Terra-Marte (me-
no della metà).
Nel seguito vengono riportati i risultati ottenuti.
Modello ideale Nelle figure 2.28 e 2.29 sono riportati i risultati delle simulazio-
ni che si ottengono ponendo N = 20. Come si può notare, esiste un intervallo di
tempo durante il quale l’angolo di cono α risulta essere uguale a −pi/2. In questo
intervallo di tempo, quindi, si ha una condizione di volo inerziale in quanto per tale
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valore di α la spinta dovuta alla vela si annulla. Questa condizione tuttavia sparisce
se si aumenta il numero di intervalli e non si nota più già ponendo N = 80 come
è possibile osservare dalle figure 2.28-2.31. Le discontinuità presenti nel grafico
di α sono dovute a problemi di natura numerica. Come precedentemente detto, dal
punto di vista delle prestazioni, al variare di N non si hanno praticamente variazioni
nella soluzione fornita dal metodo numerico. Per quanto appena osservato, invece,
il valore assunto da N influenza l’andamento dell’angolo di cono α. In questo caso
particolare, il numero degli intervalli è stato incrementato fino a N = 200 in corris-
pondenza di cui si ottiene un tempo di trasferimento di 222,66 giorni. Aumentando
fino a 200 il numero di intervalli si continuano a riscontrare delle discontinuità nel
grafico di α dovute a problemi di natura numerica come è possibile notare nella
Figura 2.33. Probabilmente, aumentando ulteriormente il valore do N è possibile


















Figura 2.28: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello ideale, N = 20.
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Figura 2.29: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,


















Figura 2.30: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello ideale, N = 80
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Figura 2.31: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,


















Figura 2.32: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello ideale, N = 200.
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Figura 2.33: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello ideale, N = 200: andamento dell’angolo di cono α della vela.
Modello OC-IR-ID Nelle figure 2.34 e 2.35 sono riportati i risultati delle simu-
lazioni che si ottengono ponendo N = 20. In questo caso incrementando il numero
di intervalli fino a N = 160 si riesce ad ottenere una storia continua dell’angolo
di cono α in funzione del tempo di trasferimento come mostrato nella figura 2.37.
Ponendo N = 160 si ottiene un tempo di trasferimento di 243.04 giorni, quindi,
ancora una volta non si hanno variazioni apprezzabili delle prestazioni offerte dalla
vela.
Modello OC-OR-ID Nelle figure 2.38 e 2.39sono riportati i risultati delle simula-
zioni che si ottengono ponendo N = 20. Con questo modello di forza non si hanno
problemi numerici e già con un numero di intervalli N = 80 è si ottiene un anda-
mento regolare dell’angolo di cono in funzione del tempo di trasferimento senza la
presenza di forti discontinuità come è possibile vedere nella figura 2.41.
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Figura 2.34: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-IR-ID, N = 20.















Figura 2.35: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-IR-ID, N = 20: andamento dell’angolo di cono α della vela.
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Figura 2.36: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-IR-ID, N = 160.















Figura 2.37: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-IR-ID, N = 160: andamento dell’angolo di cono α della vela.
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Figura 2.38: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-OR-ID, N = 20.















Figura 2.39: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-OR-ID, N = 20: andamento dell’angolo di cono α della vela.
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Figura 2.40: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-OR-ID, N = 80.















Figura 2.41: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-OR-ID, N = 80: andamento dell’angolo di cono α della vela.
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Modello OC-OR-OD Nelle figure 2.42 e 2.43sono riportati i risultati delle simu-
lazioni che si ottengono ponendo N = 20. Anche con questo modello di forza non
si hanno problemi numerici e già con un numero di intervalli N = 80 è si ottiene
un andamento regolare dell’angolo di cono in funzione del tempo di trasferimento


















Figura 2.42: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-OR-OD, N = 20.
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Figura 2.43: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,


















Figura 2.44: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-OR-OD, N = 80.
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Figura 2.45: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta con β = 0.1,
modello OC-OR-OD, N = 80: andamento dell’angolo di cono α della vela.
Andamento del tempo di trasferimento in funzione del parametro di snellezza
β. Come nel caso di Marte, è stato calcolato il tempo di trasferimento per vari
valori del parametro di snellezza della vela per tutti i modelli di forza considerati:
ideale, OC-IR-ID, OC-OR-ID e OC-OR-OD. In particolare, sono stati assunti 20
diversi valori del parametro di snellezza (da 0.1 a 0.3) con un intervallo di 0.01. Il
risultato della simulazione è rappresentato in figura 2.46. Dall’analisi della figura,
si ricavano le stesse conclusioni tratte nel caso di Marte. In particolare si nota che
le curve di Figura 2.46 hanno un andamento decrescente in funzione di β. Nel caso
dei modelli OC-OR-ID e OC-OR-OD le curve presentano un andamento irregolare
per β > 0.8, in quanto tendono a salire. Tale comportamento anomalo è dovuto a
problemi di natura numerica e può essere risolto aumentando il numero degli inter-
valli. Le curve ottenute in figura 2.46 possono essere bene approssimate da funzioni
polinomiali nell’intervallo dei valori di β considerato. Ad esempio, in figura 2.47,
si sono determinati i polinomi interpolatori delle curve relative al modello ideale e
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al modello OC-OR-OD del quarto grado. Le espressioni di tali polinomi sono:
5.7849 · 104β4 − 5.2746 · 104β3 + 1.8718 · 104β2 − 0.329 · 104β + 0.0411 (2.25)
per il modello ideale, e:
7.6306 · 104β4 − 7.1251 · 104β3 + 2.5764 · 104β2 − 0.4485 · 104β + 0.055 (2.26)
per il modello OC-OR-OD. Sottolineiamo ancora una volta che queste approssima-
zioni polinomiali valgono solo nell’intervallo dei valori di β considerati in quanto
per β = 0, si ottengono tempi di trasferimento infiniti e le curve di figura 2.46 pre-
sentano un asintoto verticale per β = 0.
Dall’analisi della figura 2.46 si osserva che il tempo di trasferimento aumenta all’au-
mentare delle differenze dal modello ideale e l’incremento di tempo richiesto dalla
vela non ideale non è trascurabile rispetto ai tempi di volo richiesti dalla vela ideale.
In particolare, l’incremento è dell’ordine del 9-10% per il modello OC-IR-ID, del
16-18% per il modello OC-OR-OD e dell’ordine del 25%-27% per il modello OC-
OR-OD.
A questo punto, è stato effettuato anche un confronto fra le prestazioni ottenibili da
una vela composta (SPT) e da una vela solare convenzionale (flat). Il risultato del-
la simulazione è riportato in figura 2.48. Assumendo che le perdite di prestazione
nelle vele composte siano dovute essenzialmente al collettore, i tempi minimi di
trasferimento ottenibili da una vela composta sono minori di quelli ottenibili da una
vela convenzionale con modello di forza ideale. I tempi minimi di trasferimento
competono per ogni valore di β considerato, alla vela composta con modello di for-
za ideale. Se, invece, si considera un comportamento ottico di tutte le superfici che
compongono l’ SPT (modello OC-OR-OD), si nota che, per ogni valore di β consi-
derato, i tempi di trasferimento per una vela composta sono maggiori non solo a
quelli relativi alla stessa classe di vela con altri modelli di forza (ideale, OC-IR-ID,
OC-OR-ID), ma anche dei tempi relativi ad una vela convenzionale con modello di
forza ottico. Alcuni risultati delle simulazioni effettuate sono riportate nella tabella
2.6 dove il tempo il tempo minimo di trasferimento è espresso in giorni.
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Figura 2.46: Trasferimento Terra-Venere 2D di una vela solare composta: durata del
trasferimento al variare del parametro di snellezza.





























Figura 2.47: Interpolazione polinomiale dei dati relativi ai tempi di trasferimento Terra-
Venere per i modelli ideale e OC-OR-OD.
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Figura 2.48: Trasferimento Terra-Venere 2D: confronto fra l’SPT e una vela convenzionale
del tempo di trasferimento al variare del parametro di snellezza.
β conv. ideale conv. ottica SPT ideale OC-IR-ID OC-OR-ID OC-OR-OD
0.1 249.5 283.9 222.34 242.67 266.69 295.77
0.12 206.2 262.86 206.2 226.42 249 275.08
0.14 194.65 247.87 194.65 214.19 236 260.9
0.16 185.52 236.36 185.52 204.98 225.89 250.25
0.18 178.1 226.98 178.11 196.72 217.76 241.98
0.2 171.92 219.27 171.92 190.34 211.22 235.41
0.22 166.42 212.7 166.64 184.98 205.83 230.14
0.24 162.1 207.04 162.1 180.41 201.3 225.78
0.26 158.12 202.14 158.12 176.48 197.51 222.14
0.28 154.65 197.84 154.64 173.09 194.71 218.87
0.3 153.13 194.06 153.13 172.95 196.92 219.69
Tabella 2.6: Durata del trasferimento Terra-Venere 2D in giorni per entrambe le tipologie
di vela (convenzionale e composta) e per i vari modelli di spinta al variare di
β.
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2.5 Conclusioni
Dall’analisi dei trasferimenti bidimensionali di vele solari composte effettuata in
questo capitolo si possono trarre alcune interessanti conclusioni. Intanto, come
abbiamo visto, il metodo numerico utilizzato risulta essere piuttosto sensibile alla
scelta dei parametri iniziali, ossia alla scelta del valore iniziale dell’angolo di co-
no, α, e soprattutto alla scelta della stima iniziale del tempo di trasferimento, tf .
Infatti, la scelta iniziale di tf influenza in maniera determinante sia la durata del
trasferimento che l’andamento dell’angolo α in funzione del tempo di volo. Per i
trasferimenti Terra-Marte, la sensibilità a tali parametri, in genere, aumenta all’au-
mentare della complessità del modello di forza analizzato. Ciò, invece, non è vero
per i trasferimenti Terra-Venere, in cui si è osservata, al contrario, una sensibiltà
maggiore nel caso di modello ideale e un comportamento più regolare per gli altri
modelli di forza, in cui si andavano a considerare le proprietà termo-ottiche reali
del materiale di cui è composta la vela. La sensibilità del metodo numerico alla
scelta iniziale di tf si riduce drasticamente all’aumentare del numero di intervalli
in cui viene suddivisa la traiettoria e il metodo diventa praticamente insensibile a
tale scelta per un valore sufficientemente grande di N . Tale valore di N non ri-
sulta essere particolarmente grande dal punto di vista delle prestazioni offerte dalla
vela, ossia del tempo necessario per effettuare il trasferimento. Nel caso dei tras-
ferimenti Terra-Marte, nei casi più semplici basta porre N = 80 perché si verifichi
questa condizione; nel modello OC-OR-OD, invece è opportuno scegliere un N
più grande. Per quanto riguarda, invece, i trasferimenti Terra-Venere, questa condi-
zione si verifica già ponendo N = 40. Un discorso diverso bisogna, invece, fare
riguardo l’influenza di tf sull’andamento dell’angolo di cono α. Infatti, mentre
con un valore piuttosto basso di N il metodo numerico diventa praticamente in-
sensibile alla scelta di tf per quanto concerne le prestazioni offerte dalla vela, la
stessa cosa non si verifica per l’andamento di α. Per i trasferimenti Terra-Marte,
si è infatti osservato che anche aumentando il numero di intervalli fino a 160, l’an-
damento di α continuava a risentire della scelta di tf soprattutto nella prima parte
del trasferimento e si ottengono degli andamenti irregolari con escursioni nel va-
lore di N passando da un intervallino al successivo. Questo è dovuto a problemi
di natura numerica, come già osservato precedentemente, e probabilmente possono
essere risolti aumentando ulteriormente il numero di intervalli. Ciò però ha come
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conseguenza un aumento considerevole delle durate di simulazione e sarebbe inac-
cettabile se si fosse interessati solo alle prestazioni offerte dalle vele. Per quanto
riguarda, invece, i trasferimenti Terra-Venere, si ottengono degli andamenti regolari
dell’angolo α già ponendo N = 80; gli unici problemi numerici si sono riscontrati
con il modello ideale di spinta. I tempi di simulazione per il trasferimento Terra-
Venere risultano essere inferiori a quelli necessari per il trasferimento Terra-Marte e
si è potuto scegliere un unico valore di tf per tutti i modelli di forza analizzati e per
ogni valore di N considerato. I trasferimenti Terra-Marte, invece, hanno richiesto
una cura molto maggiore nella scelta di tf e questo non è lo stesso per tutti i modelli
di forza analizzati. Questa differenza di comportamento è imputabile al fatto che la
distanza media Terra-Venere è inferiore alla distanza media Terra-Marte e al fatto
che Venere è un pianeta interno del Sistema Solare rispetto alla Terra, mentre Marte





La descrizione bidimensionale di traiettorie interplanetarie, analizzata nel Capito-
lo 2, si basa su una schematizzazione molto semplificata della realtà. Infatti si
è supposto che le orbite dei pianeti fossero circonferenze e che fossero fra loro
complanari. Ciò ha permesso di poter effettuare il trasferimento orbitale ignorando
completamente la posizione del pianeta di partenza e di arrivo. Tuttavia, in realtà,
le orbite dei pianeti non sono circonferenze, bensì ellissi e, in più, non sono fra loro
complanari. Ciò complica notevolmente il problema vincolando, in particolare, il
trasferimento orbitale all’effettiva posizione della Terra e del pianeta di arrivo sull
rispettive orbite.
Nel trasferimento tridimensionale di un veicolo spaziale dallo spazio prossimo alla
Terra all’orbita di un altro pianeta, è necessario quindi considerare quegli aspetti
che nel modello bidimensionale sono stati trascurati.
In particolare, si tiene in conto di:
- effettiva forma delle orbite dei pianeti
- effettiva posizione dei pianeti di partenza e di arrivo sulle rispettive orbite
Nel presente Capitolo verranno analizzati due tipologie di trasferimento:
• Terra - Marte
• Terra - Venere
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tenendo in considerazione gli aspetti prima evidenziati e trascurati nel Capitolo 2.
In particolare, nel presente Capitolo verranno verranno analizzati trasferimenti or-
bitali tridimensionali di minimo tempo dalla Terra verso orbite planetarie esterne
ed interne del Sistema Solare. Ciò consente di ignorare la posizione del pianeta di
arrivo in quanto lo scopo è inserire il veicolo spaziale sull’orbita planetaria.
Per lo studio delle traiettorie tridimensionali, ottimizzate rispetto alla variabile tem-
po, viene introdotto nel programma una procedura che consenta di poter definire
completamente il moto della vela istante per istante nel riferimento τ¯ mediante il
calcolo degli elementi orbitali.
3.2 Determinazione del moto della vela
Per definire completamente il moto di un generico corpo nello spazio, sia esso un
pianeta o un veicolo spaziale, vengono assegnati sei quantità scalari. Tali quantità
possono essere assegnate sotto forma di componenti dei vettori posizione e velocità
del corpo in un certo istante oppure utilizzando gli elementi orbitali classici [8]. Tali
elementi individuano in maniera univoca la forma e l’orientamento dell’orbita, non-
ché la posizione del corpo stesso lungo l’orbita. L’insieme degli elementi orbitali
viene definito nel seguente modo (vedi figura 3.1):
I = {a,e,i,Ω,ω,ν} (3.1)
con:
- a = semiasse maggiore dell’orbita
- e = eccentricità
- i = inclinazione
- Ω = ascensione retta del nodo ascendente
- ω = argomento del pericentro
- ν = anomalia vera
La forma dell’orbita terrestre e la posizione della Terra su di essa viene valutata
utilizzando, per il calcolo degli elementi orbitali, i dati di effemeridi relativi all’in-
tervallo temporale che va dal 1/1/2005 al 9/9/2018. Per quanto riguarda, invece,
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Figura 3.1: Definizione degli elementi orbitali.
l’orbita di arrivo, questa viene assegnata utilizzando i cinque elementi orbitali che
consentono di definirne la forma e l’orientamento sulla base di dati noti in lettera-
tura [9]. Si noti che sono necessari solo i primi cinque elementi orbitali, che sono
quelli che determinano la forma e l’orientamento dell’orbita nel sistema di riferi-
mento inerziale τ¯, e non sei in quanto la posizione del pianeta sulla sua orbita non
interessa dato che lo scopo è di immettere il veicolo spaziale sull’orbita del pianeta.
Il trasferimento orbitale viene ottenuto imponendo che l’orbita di trasferimento del
veicolo spaziale assuma, nelle condizioni finali, gli stessi elementi orbitali dell’or-
bita di arrivo. A tale scopo è necessario utilizzare delle relazioni che permettano
di calcolare gli elementi orbitali una volta assegnate la posizione e la velocità del
satellite ad un dato istante di tempo. Per il passaggio:
(r,v)→ {a,e,i,Ω,ω,ν} (3.2)
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si veda ad esempio il riferimento [8].
3.3 Problema di ottimizzazione
L’indice di prestazione che deve essere minimizzato è sempre la durata della mis-
sione:
∆t = tf − ti ≡ tf (3.3)
Il problema viene risolto mediante l’integrazione delle equazioni che descrivono la
dinamica del sistema tenendo conto dei seguenti vincoli:
• condizioni iniziali;
• condizioni al contorno;
• vincoli sulle variabili di controllo.
3.3.1 Equazioni del moto
L’analisi della traiettoria del veicolo spaziale viene effettuata nel riferimento eliocentrico-
eclittico τ¯.
Le variabili di stato e le equazioni del moto sono state descritte nel paragrafo B.2.
Per evitare problemi di convergenza nella soluzione numerica si scala il problema
fisico utilizzando un sistema di unità canoniche (si veda il paragrafo 2.2.1).
3.3.2 Condizioni iniziali e condizioni al contorno
Le condizioni iniziali del trasferimento vengono specificate mediante la data di lan-
cio. Assegnata la data di inizio missione, la routine calcola la posizione e la velocità
della Terra nel riferimento τ¯ utilizzando i dati di effemeridi introdotti. Si suppone,
infatti, che la posizione e la velocità iniziali della vela coincidano con quelle della
Terra alla data di lancio considerata. Ciò equivale a considerare una fuga dalla Terra
con eccesso iperbolico nullo al termine della fase di fuga [8].
Le orbite finali che deve raggiungere la vela composta nel minor tempo possibile
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sono quelle di un pianeta esterno all’eclittica, Marte, e quella di un pianeta in-
terno, Venere. Per entrambe le tipologie di missione, la condizione alla fine del
trasferimento viene definita dagli elementi orbitali dell’orbita di arrivo.
3.3.3 Vincoli sulle variabili di controllo
Lo strumento utilizzabile per il controllo del veicolo spaziale è l’accelerazione pro-
pulsiva la cui espressione è stata studiata nell’ Appendice A. Le variabili di control-
lo della vela sono due: l’angolo di cono, α, e l’angolo di azimut, δ, definiti nel
paragrafo A.6.
L’angolo di azimut δ è influenzato dalla tipologia di trasferimento, ossia se si ef-
fettua un trasferimento verso un pianeta esterno o verso un pianeta interno. Gli
intervalli di variazione delle due variabili di controllo si possono determinare im-
ponendo la condizione sul prodotto scalare tra il versore normale alla vela nˆ e il
versore della direzione yorb. Osserviamo che deve essere (si veda la Figura 3.2):
Figura 3.2: Orientamento della spinta della vela nel caso di trasferimenti orbitali verso
pianeti esterni e pianeti interni rispetto alla Terra nel Sistema Solare.
nˆ · jˆorb
 > 0 , trasferimento verso pianeta esterno< 0 , trasferimento verso pianeta interno
Quindi, dalla definizione dell’angolo δ (si veda la Figura A.4), si ricava con l’aiuto
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della figura 3.3 che gli intervalli di variazione delle due variabili di controllo sono i
seguenti:


































Figura 3.3: Intervalli di variazione degli angoli di controllo.
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3.4 Modifiche al software di base
Rispetto al caso dei trasferimenti bidimensionali, in questo caso è stato necessa-
rio apportare delle modifiche più radicali al software di base. Infatti, ricordiamo
che questo era stato concepito per ottimizzare trasferimenti interplanetari di vele
convenzionali. Il nostro scopo, invece, è quello di ottimizzare trasferimenti orbitali
di vele composte. In altre parole, dobbiamo inserire la vela composta sull’orbita
di pianeti interni o esterni del Sistema Solare. La prima modifica riguarda dunque
il modello della spinta ossia la dinamica del sistema: al modello matematico del-
la spinta generata dalla vela convenzionale viene sostituito il modello matematico
della spinta generata dalla vela composta sia ideale che non ideale. La seconda
modifica riguarda il calcolo delle effemeridi del pianeta di arrivo. In particolare,
il programma è stato modificato in maniera tale da non dover più calcolare le ef-
femeridi del pianeta di arrivo dato che non è necessario conoscere la sua reale po-
sizione lungo l’orbita eliocentrica da esso percorsa. L’orbita del pianeta di arrivo
viene dunque calcolata inserendo nel programma direttamente i valori dei cinque
elementi orbitali che ne definiscono univocamente la forma e l’orientamento nel
sistema di riferimento τ¯. Ciò ha richiesto la definizione di nuove variabili globali.
L’inserimento della vela sull’orbita obiettivo viene ottenuta imponendo che i primi
cinque elementi orbitali dell’orbita di trasferimento seguita dalla vela coincidano,
nell’istante finale del trasferimento, con i primi cinque elementi orbitali dell’orbita
obiettivo. A seguito delle modifiche apportate, il software è in grado di ottimizzare
i trasferimenti orbitali tridimensionali di veicoli spaziali che fanno uso di vele so-
lari composte per tutti e quattro i modelli di spinta presentati in questa tesi: ideale,
OC-IR-ID, OC-OR-ID e OC-OR-OD.
3.5 Simulazioni e analisi dei risultati
Nel seguente paragrafo si applica il metodo diretto di soluzione del problema di
controllo ottimo al trasferimento tridimensionale con partenza dalla Terra e arrivo
sull’orbita di Marte e di Venere.
I parametri che devono essere scelti per poter effettuare la simulazione numerica
sono i seguenti:
- numero di intervalli in cui suddividere la missione (vedi paragrafo 2.4);
58
3 – Trasferimenti Tridimensionali
- parametro di snellezza o accelerazione caratteristica, e modello di forza della
vela composta;
- orbita di arrivo;
- valori di primo tentativo per gli angoli di controllo della vela, angolo di cono
e di azimut, e per la durata del trasferimento.
3.5.1 Trasferimento Terra-Marte
In questo paragrafo vengono presentati i risultati delle simulazioni effettuate per il
trasferimento Terra-orbita di Marte realizzato mediante una vela solare composta
perfettamente riflettente (modello ideale). Si considera un parametro di snellezza β
pari a 0.2 a cui corrisponde un’accelerazione caratteristica di circa 1.186 mm·s−2
e un numero di intervalli in cui suddividere la traiettoria pari N = 25. A questo
punto è stata effettuata una serie di simulazioni campionando un periodo di tempo
di circa un anno (3 gennaio 2007 - 29 dicembre 2007), tramite lanci effettuati con
un intervallo di tempo variabile; tra due date consecutive di lancio vi è infatti un
intervallo di tempo compreso fra 13 e 15 giorni.
Rispetto ai trasferimenti bidimensionali analizzati nel Capitolo 2, il metodo nume-
rico presenta una sensibilità maggiore alla scelta dei valori iniziali delle variabili
di controllo; per ottenere la convergenza del metodo numerico, infatti, è sufficiente
scegliere per l’angolo di azimut il valore 1 in tutti gli intervalli e per ogni data di
lancio considerata, mentre, per quanto riguarda l’angolo di cono α, esso non assume
sempre lo stesso valore per tutte le date di lancio considerate. In particolare, si è
reso necessario variare il valore dell’angolo di cono fra pi/6 = 0.5236 e 1 a seconda
della data di partenza. Particolare attenzione deve anche essere posta nella scelta
della durata di missione; il tempo di trasferimento influenza, infatti, la posizione
del veicolo spaziale e, quindi, le condizioni al contorno. Una prima stima del tempo
di missione può essere ottenuta utilizzando i risultati ottenuti dal modello bidimen-
sionale. Anche il valore di tf varia a seconda della data di lancio. La scelta iniziale
delle variabili di controllo e del tempo di trasferimento influenzano notevolmente la
convergenza del metodo numerico. La sensibilità dimostrata dal metodo numerico
alla scelta iniziale dei parametri dipende dal fatto che le equazioni del moto da ri-
solvere con i vincoli imposti sono molto complesse.
I risultati ottenuti relativi alla traiettoria di minimo tempo, espressi in funzione della
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data di partenza, sono riportati nella Tabella 3.1 dove il tempo minimo di trasferi-
mento è espresso in giorni. L’ integrazione numerica del problema differenziale
viene effettuata con un metodo di Runge-Kutta utilizzando una tolleranza assoluta
e relativa di 10−6.
Gli stessi risultati sono riuniti nel grafico di figura 3.4 in funzione della data di
lancio; qua si può osservare complessivamente l’andamento dei risultati.
SPT ideale
β 2/1/2007 3/1/2007 18/1/2007 1/2/2007 15/2/2007 2/3/2007 16/3/2007
0.2 375.01 378.06 370.13 359.77 343.99 344.5 357.74
β 1/4/2007 17/4/2007 2/5/2007 15/5/2007 1/6/2007 16/6/2007 1/7/2007
0.2 359.32 367.01 369.77 368.07 360.08 352.17 360
β 14/7/2007 28/7/2007 13/8/2007 28/8/2007 11/9/2007 25/9/2007 9/10/2007
0.2 353.1 363.47 365.13 358.36 377.95 381.47 396.61
β 23/10/2007 4/11/2007 18/11/2007 1/12/2007 15/12/2007 29/12/2007 31/12/2007
0.2 396.42 406.47 407.01 405.6 386.75 377.74 382.26
Tabella 3.1: Tempi di minimo trasferimento Terra-Marte per le date di partenza prese in
considerazione nell’arco dell’anno 2007.















Figura 3.4: Trasferimento Terra-orbita di Marte 3D di una vela solare composta con β =
0.2, modello ideale, N = 25: tempo di missione in funzione della data di
lancio.
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Nella figura 3.5 è rappresentato il tempo di trasferimento in funzione della data
di lancio campionando un periodo di tempo di quarantotto giorni (dal 23/8/2007
al 9/10/2007) considerando fra una data di lancio e la successiva un intervallo di
tempo di un giorno. In questo modo si può vedere come il tempo di trasferimento
vari progressivamente passando da un giorno al successivo.






















Figura 3.5: Trasferimento Terra-orbita di Marte 3D di una vela solare composta con β =
0.2, modello ideale, N = 25: tempo di missione in funzione della data di
lancio.
I risultati delle simulazioni effettuate sono stati riassunti nella Tabella 3.2.
Dalla serie di simulazioni effettuata, si ricava che la data di partenza ottima è il
15/2/2007, a cui corrisponde un tempo di missione di 343,99 giorni. Osserviamo
come questo valore sia in ottimo accordo con i risultati ottenuti dal modello bidi-
mensionale, da cui risulta che il tempo di trasferimento minimo Terra-Marte, usan-
do una vela composta ideale e un β pari a 0.2 é di 340 giorni (si veda il Paragrafo
2.4.1). Si ha, quindi, rispetto al caso bidimensionale una variazione percentuale
dell’ 1.15%. Dall’analisi del diagramma di Figura 3.4 si può osservare come, al
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SPT ideale
β 23/8/2007 24/8/2007 25/8/2007 26/8/2007 27/8/2007 28/8/2007 29/8/2007 30/8/2007
0.2 357.51 358.5 360.02 357.5 356.46 358.36 361.59 363.55
β 31/8/2007 1/9/2007 2/9/2007 3/9/2007 4/9/2007 5/9/2007 6/9/2007 7/9/2007
0.2 365.15 366.09 366.42 366.61 366.76 367.41 368.22 372.55
β 8/9/2007 9/9/2007 10/9/2007 11/9/2007 12/9/2007 13/9/2007 14/9/2007 15/9/2007
0.2 374.11 375.23 376.5 377.94 376.73 376.48 377 383.67
β 16/9/2007 17/9/2007 18/9/2007 19/9/2007 20/9/2007 21/9/2007 22/9/2007 23/9/2007
0.2 381.14 378.69 379.81 378.71 380.78 380.28 379.21 379.88
β 24/9/2007 25/9/2007 26/9/2007 27/9/2007 28/9/2007 29/9/2007 30/10/2007 1/10/2007
0.2 380.29 381.47 381.13 384.63 383.01 384.95 386.65 384.93
β 2/10/2007 3/10/2007 4/10/2007 5/10/2007 6/10/2007 7/10/2007 8/10/2007 9/10/2007
0.2 385.39 387.51 390.23 392.73 395.21 397.82 396.88 396.61
Tabella 3.2: Tempi di minimo trasferimento Terra-Marte per le date di partenza prese in
considerazione nell’arco dell’anno 2007.
variare della data di lancio, si abbiano variazioni piuttosto marcate nel tempo ne-
cessario ad effettuare un trasferimento ottimo. Tali variazioni sono imputabili alla
reale geometria del problema, e cioè al fatto che le orbite dei pianeti presentano una
certa eccentricità e sono fra loro non complanari. In particolare, dalle simulazioni
effettuate, si ricava che fra il tempo minimo di trasferimento (343.99 giorni) e il
massimo tempo di trasferimento (407.01 giorni) si ha una differenza percentuale
dell’ordine del 15-16%, quindi una differenza tutt’altro che trascurabile.
In corrispondenza della data di lancio ottima è, poi, stato aumentato il numero di
intervalli in cui è suddivisa la traiettoria, passando da un numero di intervalli pari a
N = 25 ad un numero di intervalli pari a N = 50. La stessa cosa è stata fatta per
altre due date di lancio scelte arbitrariamente. Così facendo si nota che non si hanno
significativi scostamenti dalla soluzione che si ottiene ponendo N = 25 dal punto
di vista delle prestazioni offerte dalla vela, ossia in termini di tempo necessario per
effettuare il trasferimento. Come nel caso dei trasferimenti bidimensionali, questo
è un risultato molto importante perchè consente di ottenere previsioni attendibili
senza la necessità di dover attendere un eccessivo tempo di simulazione.
La variazione del tempo di missione con il numero di intervalli è riportato in Tabel-
la 3.3. Nella stessa Tabella sono indicate le variazioni percentuali che si hanno nei
tempi di trasferimento aumentando il numero degli intervalli.
Si è osservata, inoltre, una marcata riduzione della sensibilità del metodo numerico
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SPT ideale
data di lancio N = 25 N = 50 variazione percentuale
15/2/2007 344 346.7 0.78%
8/10/2007 396.89 401.53 1.15%
29/12/2007 377.74 381.9 1.09%
Tabella 3.3: Durata del trasferimento Terra-orbita di Marte 3D in giorni per un SPT ideale
al variare del numero di intervalli.
alla scelta iniziale del tempo di trasferimento tf all’aumentare di N . Ciò significa
che all’aumentare di N , la scelta iniziale di tf influisce sempre meno sulla durata
del trasferimento, analogalmente a quanto accadeva per i trasferimenti bidimensio-
nali. Ciò sta ad indicare che i problemi di natura numerica che rendono il metodo
sensibile alla scelta iniziale dei parametri tendono a scomparire se N diventa suffi-
cientemente grande.
Alcuni dei trasferimenti corrispondenti alle date di lancio riportate in Tabella 3.3 so-
no riportati in forma tridimensionale nelle figure 3.6-3.13. In particolare, per ogni
data di lancio, è possibile osservare il trasferimento riportato in forma tridimensio-
nale e il trasferimento visto nel piano individuato dagli assi x e y del riferimento
eliocentrico-eclittico τ¯.
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Figura 3.6: Trasferimento Terra-Marte 3D di un SPT con β = 0.2, modello ideale, N =
25, corrispondente alla data di lancio 15/2/2007.















Figura 3.7: Trasferimento Terra-Marte 3D di un SPT con β = 0.2, modello ideale,
N = 25, corrispondente alla data di lancio 15/2/2007: proiezione sul piano
dell’eclittica.
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Figura 3.8: Trasferimento Terra-Marte 3D di un SPT con β = 0.2, modello ideale, N =
50, corrispondente alla data di lancio 15/2/2007.















Figura 3.9: Trasferimento Terra-Marte 3D di un SPT con β = 0.2, modello ideale,
N = 50, corrispondente alla data di lancio 15/2/2007: proiezione sul piano
dell’eclittica.
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Figura 3.10: Trasferimento Terra-Marte 3D di un SPT con β = 0.2, modello ideale, N =
25, corrispondente alla data di lancio 8/10/2007.















Figura 3.11: Trasferimento Terra-Marte 3D di un SPT con β = 0.2, modello ideale,
N = 25, corrispondente alla data di lancio 8/10/2007: proiezione sul piano
dell’eclittica.
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Figura 3.12: Trasferimento Terra-Marte 3D di un SPT con β = 0.2, modello ideale, N =
50, corrispondente alla data di lancio 8/10/2007.














Figura 3.13: Trasferimento Terra-Marte 3D di un SPT con β = 0.2, modello ideale,
N = 50, corrispondente alla data di lancio 8/10/2007: proiezione sul piano
dell’eclittica.
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3.5.2 Trasferimento Terra-Venere
In questo paragrafo vengono presentati i risultati relativi al trasferimento Terra-
orbita di Venere. Come nel caso precedente, si considera ancora una volta un para-
metro di snellezza β pari a 0.2 e si suddivide il trasferimento in N = 25 intervalli.
In questo caso vengono però considerati due modelli di forza della vela composta:
modello ideale (vela solare composta perfettamente riflettente) e modello OC-IR-
ID (collettore con proprietà termo-ottiche non ideali). È stata, quindi, effettuata una
serie di simulazioni campionando un periodo di tempo di circa un anno (3 gennaio
2007 - 28 dicembre 2007), tramite lanci effettuati con un intervallo di tempo varia-
bile; tra due date consecutive di lancio vi è infatti un intervallo di tempo compreso
fra 10 e 13 giorni.
Per ottenere la convergenza del metodo è sufficiente assegnare un valore pari a 2
all’angolo di azimut, δ, in tutti gli intervalli e per ogni data di lancio considerata,
per tener conto del fatto che Venere è un pianeta interno del Sistema Solare. Per
quanto riguarda, invece, l’angolo di cono, α, il suo valore non risulta uguale per
tutte le date di lancio considerate; in particolari si è reso necessario variare il valore
dell’angolo di cono fra 0, pi/6 = 0.5236 e 1 a seconda della data di lancio. Anche
per quanto riguarda la stima iniziale del tempo di trasferimento, è stato necessario
porre una certa attenzione. La prima stima del tempo di missione può essere ottenu-
ta utilizzando ancora una volta i risultati ottenuti dal modello bidimensionale. Come
nel caso precedente, il metodo numerico risulta essere particolarmente sensibile alla
scelta iniziale delle variabili di controllo e del tempo di trasferimento a causa della
complessità del problema in esame. I risultati ottenuti relativi alla traiettoria di mi-
nimo tempo, espressi in funzione della data di partenza, sono riportati nelle Tabelle
3.4 e 3.5 dove il tempo minimo di trasferimento è espresso in giorni ed é relativo,
rispettivamente, al modello ideale e al modello OC-IR-ID. Gli stessi risultati sono
riuniti nel grafico di Figura 3.14 in funzione della data di lancio.
In figura 3.15 è rappresentato il tempo di trasferimento in funzione della data di lan-
cio campionando un periodo di tempo di trentuno giorni (dal 22/6/2007 al 23/7/2007)
considerando un intervallo di tempo fra una data di lancio e la successiva di un gior-
no in modo da mostrare come si abbia una variazione regolare di ∆t passando da
un giorno al successivo.
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SPT ideale
β 3/1/2007 15/1/2007 27/1/2007 8/2/2007 20/2/2007 4/3/2007 15/3/2007 26/3/2007
0.2 182.04 184.90 180.67 178.33 177.47 177.98 185.68 186.82
β 7/4/2007 19/4/2007 30/4/2007 12/5/2007 23/5/2007 5/6/2007 16/6/2007 28/6/2007
0.2 186.15 185.46 177.28 180.74 181.47 180.57 174.29 177.36
β 9/7/2007 21/7/2007 1/8/2007 14/8/2007 24/8/2007 4/9/2007 15/9/2007 25/9/2007
0.2 173.02 183.36 172.77 173.79 175.24 180.44 179.22 172.45
β 6/10/2007 18/10/2007 28/10/2007 11/11/2007 25/11/2007 5/12/2007 16/12/2007 28/12/2007
0.2 188.55 180.58 187.44 178.52 186.08 176.64 183.44 175.64
Tabella 3.4: Tempi di minimo trasferimento Terra-orbita di Venere di un SPT, modello
ideale, per le date di partenza prese in considerazione nell’arco dell’anno 2007.
OC-IR-ID
β 3/1/2007 15/1/2007 27/1/2007 8/2/2007 20/2/2007 4/3/2007 15/3/2007 26/3/2007
0.2 194.11 194.04 195.29 200.40 199.11 201.78 202.02 199.69
β 7/4/2007 19/4/2007 30/4/2007 12/5/2007 24/5/2007 4/6/2007 16/6/2007 28/6/2007
0.2 198.69 199.34 197.29 196.94 201.87 193.27 193.48 194.85
β 10/7/2007 21/7/2007 2/8/2007 13/8/2007 24/8/2007 5/9/2007 14/9/2007 25/9/2007
0.2 201.93 192.50 190.34 206.72 200.95 206.83 205.31 207.85
β 6/10/2007 16/10/2007 26/10/2007 6/11/2007 18/11/2007 30/11/2007 12/12/2007 24/12/2007
0.2 196.48 203 198.52 207.16 195.51 191.71 194.69 195.36
Tabella 3.5: Tempi di minimo trasferimento Terra-orbita di Venere di un SPT, modello OC-
IR-ID, per le date di partenza prese in considerazione nell’arco dell’anno 2007.
- Dalla serie di simulazioni effettuata, si ricavano i seguenti risultati:
modello ideale Nel caso in cui si consideri il modello di forza ideale, la data di
partenza ottima è il 25/9/2007, a cui corrisponde un tempo di missione di 172.45
giorni. Osserviamo come questo valore sia in ottimo accordo con i risultati ottenuti
dal modello bidimensionale, da cui risulta che il tempo di trasferimento minimo
Terra-Venere, usando una vela composta ideale e un β pari a 0.2 è di 171.9 giorni.
Si ha, quindi, una variazione percentuale fra i due tempi di trasferimento pari solo
allo 0.32%. Dall’analisi della diagramma di Figura 3.14 si osserva come, al variare
della data di lancio, non si abbiano oscillazioni particolarmente marcate del tempo
necessario ad effettuare un trasferimento ottimo. Tale comportamento é opposto
a quanto si osservava nel caso del trasferimento Terra-orbita di Marte. Ciò é pro-
babilmente dovuto al fatto che l’orbita di Venere presenta un’eccentricità minore
dell’orbita di Marte. Dalle simulazioni effettuate, si trova che fra il minimo tempo
69
3 – Trasferimenti Tridimensionali























Figura 3.14: Trasferimento Terra-orbita di Venere 3D di una vela solare composta con β =
0.2, modello ideale, N = 25: tempo di missione in funzione della data di
lancio.
di trasferimento (172.45 giorni) e il massimo tempo di trasferimento (188.55 gior-
ni) vi è una differenza percentuale dell’ordine dell’8-9%, quindi una differenza non
trascurabile anche in questo caso.
modello OC-IR-ID Nel caso in cui si consideri il modello OC-IR-ID, la data di
partenza ottima è il 2/8/2007, a cui corrisponde un tempo di missione di 190.34
giorni. Anche questo valore è in perfetto accordo con i risultati ottenuti dal modello
bidimensionale, da cui risulta un tempo di trasferimento di 190.34 giorni. Anche in
questo caso, come nel precedente, non si osservano eccessive variazioni del tempo
di trasferimento al variare della data di lancio ma non trascurabili. Dalle simulazioni
effettuate, si trova infatti che fra il minimo tempo di trasferimento (190.34 giorni)
e il massimo tempo di trasferimento (207.85 giorni) vi è una differenza percentuale
dell’ordine dell’8-9%.
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Figura 3.15: Trasferimento Terra-orbita di Venere 3D di una vela solare composta con β =
0.2, modello ideale, N = 25: tempo di missione in funzione della data di
lancio.
Anche in questo caso è stato aumentato il numero di intervalli in cui è suddivisa
la traiettoria, passando da un numero di intervalli pari a N = 25 ad un numero di
intervalli pari a N = 55 in corrispondenza di alcune date di lancio. Così facendo si
nota che non si hanno significativi scostamenti dalla soluzione che si ottiene ponen-
do N = 25 dal punto di vista delle prestazioni offerte dalla vela. La variazione del
tempo di missione con il numero di intervalli è riportato in Tabella 3.6. Nella stessa
Tabella si trovano anche le variazioni percentuali dei tempi di trasferimento che si
hanno aumentando il numero di intervalli.
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SPT ideale
data di lancio N = 25 N = 55 variazione percentuale
19/4/2007 185.45 184.73 0.39%
1/8/2007 172.77 174.85 1.19%
OC-IR-ID
data di lancio N = 25 N = 55 variazione percentuale
12/5/2007 196.94 197.43 0.25%
6/10/2007 196.48 195.79 0.35%
Tabella 3.6: Durata del trasferimento Terra-orbita di Venere 3D in giorni per un SPT al
variare del numero di intervalli
I trasferimenti corrispondenti alle date di lancio riportate in tabella 3.6 sono ri-
portati in forma tridimensionale nelle figure 3.16-3.23. In particolare, per ogni
data di lancio, è possibile osservare il trasferimento riportato in forma tridimen-
sionale e il trasferimento visto nel piano individuato dagli assi x e y del riferimento
eliocentrico-eclittico τ¯.
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Figura 3.16: Trasferimento Terra-Venere 3D di un SPT con β = 0.2, modello ideale, N =
25, corrispondente alla data di lancio 1/8/2007.



















Figura 3.17: Trasferimento Terra-Venere 3D di un SPT con β = 0.2, modello ideale,
N = 25, corrispondente alla data di lancio 1/8/2007: proiezione sul piano
dell’eclittica.
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Figura 3.18: Trasferimento Terra-Venere 3D di un SPT con β = 0.2, modello ideale, N =
55, corrispondente alla data di lancio 1/8/2007.



















Figura 3.19: Trasferimento Terra-Venere 3D di un SPT con β = 0.2, modello ideale,
N = 55, corrispondente alla data di lancio 1/8/2007: proiezione sul piano
dell’eclittica.
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Figura 3.20: Trasferimento Terra-Venere 3D di un SPT con β = 0.2, modello OC-IR-ID,
N = 25, corrispondente alla data di lancio 12/5/2007.


















Figura 3.21: Trasferimento Terra-Venere 3D di un SPT con β = 0.2, modello OC-IR-ID,
N = 25, corrispondente alla data di lancio 12/5/2007: proiezione sul piano
dell’eclittica.
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Figura 3.22: Trasferimento Terra-Venere 3D di un SPT con β = 0.2, modello OC-IR-ID,
N = 55, corrispondente alla data di lancio 12/5/2007.


















Figura 3.23: Trasferimento Terra-Venere 3D di un SPT con β = 0.2, modello OC-IR-ID,
N = 55, corrispondente alla data di lancio 12/5/2007: proiezione sul piano
dell’eclittica.
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Figura 3.24: Trasferimento Terra-Venere 3D di un SPT con β = 0.2, modello OC-IR-ID,
N = 25, corrispondente alla data di lancio 6/10/2007.



















Figura 3.25: Trasferimento Terra-Venere 3D di un SPT con β = 0.2, modello OC-IR-ID,
N = 25, corrispondente alla data di lancio 6/10/2007: proiezione sul piano
dell’eclittica.
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Figura 3.26: Trasferimento Terra-Venere 3D di un SPT con β = 0.2, modello OC-IR-ID,
N = 55, corrispondente alla data di lancio 6/10/2007.



















Figura 3.27: Trasferimento Terra-Venere 3D di un SPT con β = 0.2, modello OC-IR-ID,
N = 55, corrispondente alla data di lancio 6/10/2007: proiezione sul piano
dell’eclittica.
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3.6 Conclusioni
Dall’analisi dei trasferimenti orbitali tridimensionali svolta in questo Capitolo, si
possono trarre diverse interessanti osservazioni. Il metodo numerico risulta essere
particolarmente sensibile alla scelta iniziale dei parametri e presenta, rispetto al caso
dei trasferimenti bidimensionali analizzati nel precedente Capitolo, maggiori diffi-
coltà di convergenza .
Questo dipende dal fatto che è aumentata la complessità del problema da risolvere:
infatti abbiamo tenuto in conto di tutti quegli aspetti trascurati nel Capitolo prece-
dente, quali l’eccentricità e l’inclinazione delle orbite. Ciò vincola la possibilità
di poter effettuare un trasferimento alla posizione della Terra lungo la sua orbita, e
quindi alla data di lancio. La sensibilità mostrata dal metodo numerico alla scelta
iniziale dei parametri, e in particolar modo alla scelta di tf , si riduce all’aumentare
del numero N degli intervalli in cui viene suddivisa la traiettoria. Per N sufficien-
temente grande, il metodo numerico risulterà praticamente insensibile alla scelta
iniziale dei parametri. Si è riscontrata una sensibilità maggiore per i trasferimenti
Terra-orbita di Marte rispetto ai trasferimenti Terra-orbita di Venere. Inoltre, i tempi
di simulazione per i trasferimenti Terra-orbita di Marte sono notevolmente maggiori
dei tempi di simulazione per i trasferimenti Terra-orbita di Venere. Questo proba-
bilmente dipende dal fatto che l’orbita di Venere è meno eccentrica dell’orbita di
Marte e la distanza Terra-Venere è inferiore alla distanza Terra-Marte.
Il fatto che i tempi minimi di trasferimento siano molto vicini a quelli ricavati nel
caso dei trasferimenti bidimensionali è molto interessante perchè sta ad indicare che
l’approssimazione effettuata nel Capitolo 2 risulta essere una buona schematizza-
zione della realtà fisica. Questo è molto importante in quanto consente di affermare
che i risultati ottenuti a proposito dei trasferimenti bidimensionali danno delle ot-
time stime di prima approssimazione circa i tempi minimi di trasferimento. Tutto
questo usando un modello semplificato e quindi con un costo computazionale in
termini di durata delle simulazioni notevolmente inferiore rispetto a quella che si ha
usando un modello realistico tridimensionale.
I risultati ottenuti nel caso di trasferimento Terra-orbita di Venere sono in maggior
accordo con i risultati ottenuti nel modello bidimensionale rispetto al caso di trasfe-
rimento Terra-orbita di Marte. Inoltre, come osservato in precedenza, le variazioni
percentuali fra i tempi di trasferimento massimi e minimi sono inferiori nel caso
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di trasferimento Terra-orbita di Venere. Questo è probabilmente dovuto al fatto
che l’orbita di Venere presenta un valore di eccentricità minore rispetto a quello




In questa Tesi sono stati analizzati trasferimenti orbitali di vele solari composte
mediante metodi diretti. Questo studio ha permesso di mettere in luce le grandi
potenzialità offerte da questi metodi numerici per l’ottimizzazione di traiettorie.
L’approccio indiretto, su cui si basano la maggior parte dei lavori noti in letteratura,
consente di ottenere le storie temporali degli angoli di controllo della vela e la legge
analitica di controllo ottimo. Tali metodi si basano sull’applicazione del calcolo va-
riazionale alla dinamica del sistema in esame. I metodi indiretti, invece, consentono
di ottenere la traiettoria ottima senza necessità di dover ricavare esplicitamente la
legge di controllo ottimo. Quindi, rinunciando a conoscere l’effettiva forma della
legge di controllo e accontentandosi di conoscere il valore assunto dalle variabi-
li di controllo in ogni intervallo di discretiazzazione, è stato utilizzato un codice
di calcolo molto versatile in grado di risolvere molti problemi di ottimizzazione. I
principali risultati ottenuti dall’applicazione del codice di calcolo in questa tesi sono
stati evidenziati nel corso della trattazione e vengono di seguito riassunti:
1. i metodi diretti aggirano innanzitutto le difficoltà analitiche che sorgono dall’ap-
plicazione dei metodi indiretti a problemi con dinamiche molto complesse.
Inoltre, i metodi diretti offrono anche un notevole vantaggio nella scelta dei
valori di primo tentativo necessari per avviare la procedura numerica. Infatti
è necessario fornire solo stime iniziali per le variabili di controllo e di stato
le quali hanno un preciso significato fisico. I metodi indiretti richiedono in-
vece una stima iniziale anche per le cosiddette variabili aggiunte e, al fine di
ridurre i tempi di calcolo connessi alla soluzione del problema, è necessario
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fornirne una stima ragionevole e sufficientemente vicina ai valori che risolvo-
no il problema.
Il codice usato in questa tesi ha dimostrato scarsa sensibilità della soluzione ai
valori iniziali delle variabili di controllo ad eccezione del tempo di missione,
rispetto al quale risulta essere molto sensibile. Tuttavia, come è stato più volte
evidenziato, tale sensibilità si riduce nettamente all’aumentare degli intervalli
di discretizzazione. In questo modo è possibile ottenere dei valori attendibili
dei tempi minimi di trasferimento senza conoscere la storia temporale delle
variabili di controllo.
2. Come detto prima, non è necessario usare griglie di discretizzazione molto
fitte per ottenere stime attendibili della funzione obiettivo che, nel caso in
esame di trasferimenti orbitali a bassa spinta, è il tempo di trasferimento. Ciò
consente di ottenere buoni risultati con tempi di simulazione relativamente
contenuti. Infittendo la griglia di discretizzazione si riduce la sensibilità del
metodo alla scelta dei valori iniziali dei parametri e, al limite, quando gli in-
tervalli di discretizzazione sono molto piccoli, è possibile ottenere storie tem-
porali continue degli angoli di controllo. Tuttavia questo ha come inevitabile
conseguenza l’aumento dei tempi di simulazione.
Fra le problematiche rimaste aperte che potrebbero essere affrontate c’è il miglio-
ramento del codice di calcolo, in particolare per il controllo dell’accuratezza della
soluzione e della discretizzazione del problema.
Il codice di calcolo utilizzato potrebbe anche essere sfruttato nel caso di proble-
mi che presentano un dinamica differente da quella studiata in questo lavoro: si
potrebbe, ad esempio, estendere l’analisi ai propulsori elettrici o ad altri sistemi
propulsivi a bassa spinta. Si potrebbe anche complicare la dinamica del problema






A.1 Introduzione alle vele solari
I sistemi propulsivi comunemente utilizzati per il volo spaziale sfruttano la terza
legge della dinamica. In tutte le forme di propulsione, da quella più semplice, ba-
sata sull’utilizzo di razzi chimici a propellenti solidi, a quella più complessa, basata
sull’utilizzo di razzi elettrici, una massa di reazione viene portata ad alta velocità
attraverso reazioni esotermiche o tramite forze elettromagnetiche e viene espulsa at-
traverso un ugello generando la spinta. La vela solare è l’unica forma di propulsione
in cui non si ha rilascio di massa e utilizza l’energia rilasciata dalle stelle sotto forma
di radiazione elettromagnetica. Una vela solare è un veicolo spaziale costituito da
una grande superficie di materiale leggero riflettente montata su un adeguato telaio
di supporto. La caratteristica che rende unica la propulsione a vela solare consiste
nel fatto che la spinta viene prodotta sfruttando la quantità di moto dei fotoni di
cui la luce è composta: la pressione di radiazione solare interagisce con la vela e
produce la spinta. L’energia che produce tale spinta, ovvero la radiazione elettro-
magnetica prodotta dalle reazioni nucleari che avvengono all’interno delle stelle,
è praticamente inesauribile. Almeno a livello teorico, una vela può quindi essere
accelerata in maniera indefinita e continua. In realtà esiste un limite operativo per
la spinta ottenibile da una vela solare, connesso al degrado del materiale riflettente
che costituisce la vela stessa.
Se si considerano i metodi di propulsione tradizionali basati sull’utilizzo di motori
chimici, si osserva che il propellente, solitamente, costituisce la maggior parte della
massa della sonda, e il problema del suo alloggiamento rappresenta da sempre una
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delle maggiori limitazioni alle possibili missioni spaziali.
Per quanto riguarda, invece, i motori elettrici, il problema della massa del propel-
lente è meno stringente, ma questi portano a nuove problematiche derivanti dalla
massa dell’impianto di potenza.
Le vele solari risolvono entrambi questi problemi in quanto non richiedono pro-
pellente e sfruttano una fonte di energia esterna inesauribile fornendo una spinta
continua.
Per questo, soprattutto per missioni che richiedono lunghe tratte, le vele solari di-
ventano competitive rispetto ai tradizionali sistemi propulsivi.
Se da un lato la propulsione a vela solare presenta il notevole vantaggio dell’assenza
di propellente, dall’altro lato bisogna tener presente che questo sistema propulsivo
é in grado di ottenere spinte di entità molto modesta dell’ordine di 0.1-1 mm s−2
alla distanza dal Sole di un’Unità Astronomica. La vela solare appartiene cioè alla
categoria di impianti propulsivi comunemente individuati con il termine sistemi a
bassa spinta e il vantaggio del non consumo di propellente viene pagato in termini
di tempo necessario per effettuare la missione: per avere un tempo di trasferimento
ragionevole occorrono vele di superfici considerevoli.
Nel presente Capitolo vengono introdotti i modelli matematici della spinta prodotta
da una vela e i sistemi di riferimento che consentono di definirne l’orientamento.
Figura A.1: rappresentazione artistica di una vela solare.
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A.2 Tipologie di vele solari
Esiste una grande varietà di configurazioni di vele solari e ciascuna configurazione
ha in comune con le altre la presenza di un grande specchio riflettente che raccoglie
la radiazione elettromagnetica proveniente dal Sole. A questo è collegato il corpo
centrale costituito dal payload e dai sistemi di bordo quali i sistemi di navigazione
e controllo di assetto, il sistema di controllo termico, le strutture di rinforzo e sup-
porto.
Per quanto riguarda la funzione di allineamento della spinta, questa può essere svol-
ta dallo specchio di raccolta o da altre superfici più piccole. Una grande distinzione
fra vele solari si basa proprio su quest ultimo aspetto: nel primo caso, si parla di
vela convenzionale, nel secondo caso di vela composta. Quest’ultima è nota in let-
teratura anche con il nome di Solar Photon Thrustor, (SPT ), introdotto da Robert
Forward nel 1991.
A.3 Materiali di realizzazione
I materiali impiegati per la realizzazione delle vele solari hanno un importanza fon-
damentale nella realizzazione delle vele. Lo studio dei materiali impiegati per cos-
truire le vele, al fine di migliorarne le caratteristiche termo-ottiche, è uno dei punti
fondamentali della ricerca sulle vele e su di esso vengono impiegati grandissime
risorse.
Per ragioni di resistenza e di manegevolezza, oggi le pellicole sono a tre strati:
• Un substrato che serve da base costituito da polimeri come il Kapton, il Mylar
e il Lexan. Gli strati intermedi della pellicola devono sopportare un minimo
piegamento della struttura sotto l’effetto della pressione di radiazione solare
e devono inoltre permettere l’operazione di impacchettamento a terra e il dis-
piegamento in orbita. Questi materiali devono resistere alla tensione cui sono
sottoposti in tutta la loro vita per conferire alla vela la forma desiderata.
• Uno strato rivolto verso il Sole altamente riflettente dello spessore di circa
0.1µm, costituito comunemente da metalli con ottime caratteristiche riflettenti
e con elevato punto di fusione come alluminio, litio, argento.
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• Uno strato posteriore non esposto ai raggi solari per espellere il calore im-
magazzinato dello spessore di 0.0125µm e costituito da materiali con buona
emissività come il cromo.
Figura A.2: Esempio di materiale per la realizzazione delle vele solari.
A.4 Pressione di radiazione solare
Un’ onda elettromagnetica esercita una pressione su ogni superficie esposta ad essa
e, in base ai principi della meccanica quantistica, questa può essere vista come
dovuta al momento trasportato dai fotoni, i pacchetti quantici di energia di cui è
composta la luce.
La pressione P esercitata da un flusso di fotoni sull’area A normale alla direzione









essendo ∆p/∆t la variazione nell’unità di tempo del momento trasportato dai foto-
ni. Detto, ora, ΦE il flusso di energia, ossia l’energia che attraversa un’area unitaria
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nell’unità di tempo, si ha che l’energia ∆E trasportata da un flusso di fotoni attra-
verso l’area A normale alla direzione di propagazione della radiazione incidente nel
tempo ∆t è data da:
∆E = ΦEA∆t = c∆p (A.2)
essendo c la velocità della luce. Quindi, usando l’equazione (A.2), si ricava che la






Nel caso in cui si consideri come sorgente di radiazione il Sole, il flusso di energia
ΦE a distanza r dal Sole può essere scritto in termini di luminosità Ls e scalata con









dove Φ⊕ = Ls/4pir2⊕ è il flusso di energia misurato alla distanza media della Ter-
ra dal Sole (r⊕ = 1AU). Usando l’equazione (A.3) si ricava che la pressione di











dove P⊕ = Φ⊕/c è il valore della pressione di radiazione solare misurata alla dis-
tanza media della Terra dal Sole. Poiché l’orbita della Terra non è perfettamente
circolare ma ellittica, il valore della pressione di radiazione solare varia durante
un anno terrestre con un’ escursione di circa il 6% rispetto al valore comunemente
accettato di P⊕ = 4.5632 × 10−6Pa. Dunque, l’espressione della pressione di ra-
diazione solare può essere espressa in funzione della distanza r dalla stella, e del







la funzione A.6 è disegnata nella figura A.3.
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Figura A.3: Pressione di radiazione solare in funzione della distanza r dal Sole
A.5 Parametri di prestazione delle vele solari
Per gli usuali sistemi propulsivi in cui si ha una variazione di massa, l’indice di
prestazione più importante è l’impulso specifico definito come l’impulso totale per
unità di propellente consumata. Allora, per un razzo di massa iniziale m1, la mas-
sa finale m2 che si ha dopo una variazione ∆v di velocità usando un sistema di
propulsione di impulso specifico Isp è data dall’equazione di Tsiolkovsky:






Dall’equazione (A.7) si ricava che una vela solare avrebbe impulso specifico infi-
nito non essendoci variazione di massa. Si definiscono, dunque, dei parametri di
prestazione diversi. Una grandezza molto importante nel calcolo delle prestazioni
di una vela solare è il parametro di snellezza β. Il parametro di snellezza della vela
è definito come il rapporto tra l’accelerazione dovuta alla pressione di radiazione
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solare di una superficie piana perfettamente riflettente, di aera A, posta perpendico-
larmente alla direzione di propagazione dei raggi solari ad una distanza r dal sole,





dove µ¯ = 132712442007 × 109m3/s2 è il parametro gravitazionale del Sole e m
la massa della vela.
A.6 Modello della spinta generata dalla vela
In questo paragrafo viene illustrato il modello matematico della spinta generata
dall’interazione della pressione di radiazione solare con la superficie riflettente del-
la vela.
I modelli della forza verranno specializzati per due classi di vela: convenzionale o
flat e composta o SPT; a tal proposito questi modelli verranno brevemente accenna-
ti rimandando alle citate fonti bibliografiche per i dettagli e la completa trattazione
matematica. L’orientamento della vela solare rispetto alla direzione dei raggi solari
determina la direzione e il modulo della spinta. Il modulo è massimo quando la vela
è perpendicolare alla direzione radiale e si riduce quando la vela è ruotata rispetto a
tale direzione.
Si comprende quindi che per poter definire correttamente la spinta generata dalla
vela è indispensabile introdurre i sistemi di riferimento attraverso i quali si posso-
no esprimere le componenti della posizione, della velocità e dell’accelerazione del
veicolo spaziale. I sistemi di riferimento utilizzati sono:
• sistema di riferimento inerziale eliocentrico-eclittico τ¯(x,y,z) di versori (ˆi,ˆj,kˆ);
• sistema di riferimento orbitale, solidale alla vela, τorb(xorb,yorb,zorb) di versori
(ˆiorb ,ˆjorb,kˆorb) e avente origine nel baricentro della vela.
Indicando con r il vettore posizione del centro di massa della vela nel sistema elio-
centrico, l’orientamento del sistema orbitale rispetto al riferimento eliocentrico è
definito dalle seguenti osservazioni:
- il versore iˆorb coincide con il versore della direzione radiale rˆ = r/r;
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- il versore jˆorb è scelto in maniera tale che il piano zorb = 0 contenga l’asse z
del sistema di riferimento τ¯ con yorb diretto verso il polo eclittico.
Supponendo r sufficientemente grande da poter considerare puntiforme la sorgente
di luce, si indica con nˆ il versore normale alla vela nella direzione dei raggi inci-
denti. Le componenti del versore nˆ nel riferimento τorb sono definite univocamente
da due angoli, detti angoli caratteristici della vela:
• angolo di cono o cone angle, α ∈ [0,pi/2]: è l’angolo formato dalla dire-
zione dei raggi incidenti sulla vela (direzione rˆ) con la normale nˆ al piano
contenente la vela ed è dato dalla relazione:
α = arccos(nˆ · rˆ) (A.9)
• angolo di azimut o clock angle, δ ∈ [−pi,pi]: è l’angolo formato dalla proie-
zione del versore normale nˆ alla vela nel piano xorb = 0 con l’asse yorb.
Indicando con [nˆ]τorb = [nx,ny,nz]T le componenti del versore normale alla
vela nel sistema di riferimento orbitale, si ottiene:
δ = arctan(nz/ny) (A.10)
I sistemi di riferimento utilizzati e gli angoli caratteristici della vela sono riportati
in figura A.4 nella pagina seguente.
Nei seguenti paragrafi verranno analizzati brevemente i modelli di forza relativi alle
vele convenzionali per poi passare ai modelli di vela composta (Solar Photon Thrus-
tor).
Per i dettagli e la completa trattazione matematica si rimanda alle fonti bibliogra-
fiche [10],[11].
A.6.1 Vela convenzionale: modello di forza ideale
Nel modello ideale la vela solare viene schematizzata come una superficie rigida
perfettamente riflettente, avente cioè un coefficiente di riflessione unitario ρ = 1, di
area A e massa m posta ad una distanza r dal Sole. La forza fi esercitata dai raggi
incidenti sulla vela nella direzione del versore ui è data da:
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Figura A.4: Sistemi di riferimento (sistema eliocentrico-eclittico τ¯ e sistema orbitale τorb)
e angoli caratteristici di una vela solare.
fi = PA (uˆi · nˆ) uˆi (A.11)
essendo A (uˆi · nˆ) l’area della vela proiettata nella direzione uˆi, come illustrato
nella figura A.5.
Analogalmente, i fotoni riflessi esercitano una forza sulla vela di uguale intensità
ma nella direzione −uˆr :
fr = −PA (ui · nˆ) uˆr (A.12)
La forza totale è data, quindi, da:
f = fi + fˆr = PA (uˆi · nˆ) [uˆi − uˆr] (A.13)
Per cui, essendo uˆi − uˆr = 2 (uˆi · nˆ) e avendo supposto che la direzione dei raggi
incidenti sia quella individuata dal versore rˆ (data la grande distanza della sorgente
di luce, i raggi incidenti sono fra loro praticamente paralleli), si ha uˆi ≡ rˆ, da cui si
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Figura A.5: Vela solare convenzionale (flat) perfettamente riflettente (ideale).
ottiene:
fi = 2PA(nˆ · rˆ)2nˆ (A.14)
L’accelerazione cui è soggetta la vela si ottiene semplicemente dividendo la forza
fi per la massa m della vela: ai = fi/m. Introducendo quindi il parametro di















Dall’equazione (A.15) si può osservare che il modulo dell’accelerazione normaliz-
zata della vela nel modello ideale varia con il quadrato del coseno dell’angolo di
controllo α ed è indipendente dall’angolo di azimut. Notiamo che nel caso in cui la
vela sia posta perpendicolarmente alla direzione di propagazione dei raggi, risulta
essere nˆ ≡ rˆ e il modulo dell’accelerazione è massimo e vale: 2PA/m = βµ¯/r2.
A.6.2 Vela convenzionale: modello di forza ottico
Se si considera un corpo reale e non perfettamente riflettente (coefficiente di rifles-
sione ρ < 1), può essere ottenuto un modello più accurato della spinta, e quindi
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dell’accelerazione, prodotta dalla vela. Si supponga a tal proposito di indicare con s
la frazione di fotoni specularmente riflessi dalla vela, con Bfr e Bb i coefficienti di
non-lambertianità rispettivamente della superficie illuminata e di quella in ombra, e
con ²fr ed ²b i coefficienti di emissività delle stesse superfici. In tal caso, la forza
risultante è data da un contributo dovuto all’assorbimento di una parte dei fotoni,
uno dovuto alla riflessione ed uno dovuto alla emissione termica del materiale:
f = fr + fa + fe (A.16)
dove fr è la forza dovuta alla riflessione, fa è la forza dovuta all’assorbimento e fe
è la forza dovuta alla re-irradiazione. Le varie proprietà ottiche della vela vengono
definite mediante i coefficienti di riflessione, ρ, di assorbimento, a, e di trasmis-
sione, τ , legati fra loro dalla relazione ρ+ a+ τ = 1.
Si può dimostrare che la forza agente sulla vela dovuta alla pressione di radiazione









Dunque, l’accelerazione della vela causata dalla pressione di radiazione solare è






















dove si sono introdotti i coefficienti di forza b1,b2 e b3, che dipendono esclusiva-
mente dalle proprietà ottiche del materiale di cui è costituita la superficie riflettente
della vela:
b1 = 1− ρs (A.19)
b2 = 2ρs (A.20)
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Nel caso in cui venga utilizzata come superficie riflettente una lamina di alluminio
sovrapposta ad uno strato di Kapton si ottengono i coefficienti di forza riportati in
tabella A.1. Nella tabella A.1 sono stati riportati anche i coefficienti di forza relativi
ad una vela perfettamente riflettente. Utilizzando questi coefficienti, si osserva che
l’equazione dell’accelerazione ai nel caso ideale A.15 può essere interpretata come











Tabella A.1: Coefficienti di forza per una vela ideale e per una vela reale avente uno strato
di Al-Kapton come superficie riflettente.
È interessante studiare come varia il modulo dell’accelerazione della vela al variare
dell’angolo di cono α per i due modelli presentati. Nel caso di modello ideale, l’es-
pressione del modulo dell’accelerazione normalizzata della vela é semplicemente:
ai
βµ¯/r2
= cos2 α (A.22)
Nel caso ottico, ricordando che nˆ · rˆ = cosα, si ottiene:






2 + (b2 cos




2 α + b3 cosα)] (A.23)
da cui si ottiene il modulo dell’accelerazione normalizzata:
95
A – Le vele solari
































Figura A.6: Accelerazione di una vela convenzionale (normalizzata col massimo modulo





(b1 cosα)2 + (b2 cos2 α+ b3 cosα)2 + 2b1 cos2 α(b2 cos2 α+ b3 cosα
2
=
cosα(b1 cosα+ b2 cosα + b3)
2
(A.24)
I moduli delle accelerazioni normalizzate con il massimo modulo dell’accelerazione
per il modello ideale per entrambi i modelli analizzati sono rappresentati in figura
A.6. L’accelerazione, come detto prima, è funzione unicamente dell’angolo di cono
α della vela. Si nota, quindi, come il modulo dell’accelerazione per una vela ideale
(perfettamente riflettente) sia sempre maggiore di una vela in cui venga tenuto in
considerazione il reale comportamento ottico del materiale riflettente. La differenza
massima fra le due accelerazioni si raggiunge per un angolo di cono α = 0 (piano
della vela perpendicolare alla direzione dei raggi incidenti) mentre in entrambi i
casi l’accelerazione è nulla per α = pi/2 (piano della vela parallelo alla direzione
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dei raggi incidenti).
A.6.3 Vela convenzionale: modello di forza parametrico
Nei precedenti modelli di vela convenzionale si è assunto implicitamente che la vela
solare sia piana. Tuttavia, in realtà, sotto l’azione della pressione di radiazione, la
vela si incurva e l’esatta geometria della vela dipende dalla maniera in cui agisce la
pressione di radiazione sulla vela stessa. Il modello di forza comunemente chiamato
parametrico tiene conto della reale curvatura della vela. Accenniamo, per comple-
tezza, il modello di forza parametrico.
L’accelerazione della vela ap è parametrizzata in funzione dell’angolo di cono della
spinta θp ∈ [0,θ∗p] compreso fra la direzione dei raggi incidenti rˆ e la direzione della
spinta generata dalla vela aˆp, cioè:
θp = arccos(rˆ · aˆp) (A.25)
L’espressione dell’accelerazione è la seguente:
ap = ap0 [ς1 + ς2 cos(2θp) + ς3 cos(4θp)] aˆp (A.26)
dove ς1,ς2 e ς3 sono i coefficienti di forza legati allo studio della reale curvatura della
superficie riflettente tali che ς1 + ς2+ς3 = 1, mentre ap0 è il modulo dell’accelera-




(b1 + b2 + b3) (A.27)
Sfruttando semplici relazioni trigonometriche e compattando i coefficienti empirici





c1 + c2 cos




dove c1,c2ec3 sono dei coefficienti di forza legati a ς1,ς2 e ς3 e b1,b2 e b3.
Si noti che il limite superiore dell’angolo di cono della spinta θp non è pi/2 ma
θ∗p. Questo angolo indica il valore di θp che annulla la spinta generata dalla vela e,
dall’equazione A.28, è dato da:
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θ∗p = arccos
√−c3 +√c23 − 4c1c2
2c2
 (A.29)
Il modulo dell’accelerazione normalizzata ap/ap0 è disegnato in figura A.7 e si ri-
ferisce a due modelli di vela studiati al JPL: JPL Square Sail (JSS) e Heliogyro per





Tabella A.2: Coefficienti di forza per una vela reale (JPL Square Sail e Heliogyro) avente
un modello di forza parametrico e superficie riflettente di Al-Kapton.
Figura A.7: Accelerazione normalizzata della vela nel modello di forza parametrico per
JPL Square Sail e Heliogyro.
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Come si vede dalla figura A.7 per le vele JPL Square Sail e Heliogyro il valore
dell’angolo θ∗p è dell’ordine di 62◦.
A.6.4 Vela composta: introduzione
Diversamente dalle vele convenzionali, nelle vele composte le funzioni di concen-
trare e di riflettere la radiazione solare sono separate. A tale scopo, la vela composta,
chiamata anche Solar Photon Thrustor (SPT), può essere idealmente suddivisa in
tre componenti fondamentali (si veda la figura A.8): il collettore, il riflettore e il
direttore (oltre ad un sistema strutturale al fine di mantenere rigido il modello). Di
seguito verranno illustrati i componenti fondamentali dell’ SPT.
Figura A.8: Schema concettuale di una vela solare composta, SPT, (non in scala).
• Il collettore è costituito da una grande superficie riflettente (specchio) avente
la forma di una zona sferica o paraboloide e il suo compito è di raccogliere
i fotoni incidenti sulla vela. Le sue dimensioni variano in diametro dalle
centinaia di metri a qualche chilometro. La faccia interna, che viene man-
tenuta costantemnte rivolta verso il Sole, è rivestita da un film di materiale
altamente riflettente, mentre la faccia esterna, che è sempre in ombra, ha la
funzione di dissipare calore. Per distanze dal Sole non troppo piccole, i raggi
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delle radiazioni solari, che vanno a colpire il collettore possono considerarsi
approssimativamente paralleli all’asse del collettore stesso al fine di racco-
gliere quanti più fotoni possibile. Tali fotoni, raggiunta la superficie interna
del componente, vengono riflessi e convogliati verso il fuoco ottico del col-
lettore. Nel caso in cui la superficie abbia la forma di un settore sferico con
centro Oc, la geometria del collettore è definita da due parametri: il raggio Rc
della calotta e l’angolo di apertura ξ0 misurato a partire dall’asse ottico del
collettore. Il fuoco ottico del collettore si trova sull’asse del collettore ad una
distanza pari ad Rc/2 dal centro Oc della zona sferica. Si noti che l’angolo ξ0
deve essere sufficientemente piccolo per ridurre il fenomeno dell’aberrazione
sferica.
• Il riflettore è costituito anche esso da una superficie sferica o paraboloidale
ed ha il compito di trasmettere i fotoni raccolti dal collettore allo specchio
direttore. L’asse del riflettore coincide con quello del collettore come anche
il suo angolo di apertura e il suo fuoco ottico al fine di raccogliere tutta la
radiazione elettromagnetica riflessa da quest ultimo. A differenza del collet-
tore, il quale è un settore sferico, il riflettore ha la forma di una calotta sferica
in quanto il riflettore, con la sua superficie dissipativa, manda in ombra una
parte del collettore, come schematicamente rappresentato in figura A.9.
• Il direttore è costituito da una piccola (rispetto al collettore) superficie piana
e circolare e ha il compito di riflettere verso lo spazio i fotoni raccolti dal
collettore e ridiretti dal riflettore, permettendo in questo modo di controllare la
spinta generata dalla vela. Il centro dello specchio è posto sull’asse collettore-
riflettore il più vicino possibile al collettore in modo da ridurre al minimo la
radiazione riflessa dallo specchio che va ad incontrare il riflettore. La spinta
viene diretta nella direzione voluta inclinando il direttore di un opportuno
angolo.
Le aree del riflettore e del direttore sono molto più piccole di quella del collettore
(dell’ordine di 1/100 o meno). Osserviamo che, essendo il collettore rivolto sempre
verso il Sole qualunque sia la direzione della spinta, esso sfrutta completamente la
potenza fornita dalla luce solare e fornisce sempre la massima spinta ottenibile per
una data area del collettore.
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Figura A.9: Schema concettuale di una vela solare composta, SPT, (non in scala)
A.6.5 Ipotesi semplificative
Vengono di seguito descritte alcune ipotesi semplificative adottate per l’analisi delle
prestazioni della vela composta. Innanzitutto, come già detto precedentemente, si
suppone che l’asse del collettore sia perfettamente allineato con la direzione dei
raggi solari rˆ e si suppone che tutti i raggi riflessi specularmente dal riflettore arri-
vino sul direttore.
Si considera trascurabile l’effetto della radiazione solare che incide direttamente
sulla superficie esterna del riflettore, quella cioè rivestita di materiale dissipativo.
Tale superficie possiede tipicamente un coefficiente di riflessione ρ abbastanza bas-
so, dell’ordine di 0.09. Quindi la spinta generata su questa superficie dalla pressione
di radiazione solare é molto più piccola di quella agente sul collettore tenendo anche
conto della differenza fra le due superfici esposte.
Viene anche trascurato l’effetto dei raggi che non vengono riflessi specularmente
dai componenti della vela e che vanno ad investire involontariamente altre parti del
SPT. Infatti questi sono in percentuale molto ridotta quando si considerano i mate-
riali comunemente usati per le vele solari.
Si suppone, inoltre, che il direttore possa raccogliere, per ogni valore dell’angolo di
controllo α, tutto il fascio di fotoni proveniente dal riflettore.
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A.6.6 Vela composta: modello di forza ideale
Come nel caso della vela convenzionale, lo studio della vela composta con il model-
lo ideale viene effettuato considerando la perfetta riflessione del materiale, ρ = 1 e
le ipotesi semplificative esposte nel precedente paragrafo.
In questo paragrafo verranno analizzate le forze agenti su ciascun componente del
SPT al fine di ottenere l’espressione della spinta complessiva agente sulla vela com-
posta nel caso di modello ideale. Tale studio viene effettuato considerando il per-
corso seguito da un singolo fotone attraverso l’intero sistema ottico assumendo una
perfetta riflessione da parte di tutte le superfici. Il fotone proveniente dalla sorgente
di luce viene riflesso inizialmente dal collettore esercitando su di esso una forza
incidente f i ed una forza di reazione f 1, come mostrato in figura A.10. Dopo essere
stato riflesso dal collettore, il fotone incide sul riflettore esercitando su di esso una
fora −f 1. Infatti, assumendo che le superfici siano perfettamente riflettenti, le forze
interne al collettore e al riflettore si cancellano a vicenda. Essendo riflesso dal diret-
tore, il fotone esercita su di esso una forza di reazione f 2. Infine, il fotone colpisce
lo specchio direttore ed esercita su di esso una forza pari a−f 2, avendo nuovamente
assunto perfetta riflessione da parte delle superfici. A seguito della riflessione sul-
lo specchio direttore, il fotone esercita su di esso anche una forza di reazione f r
e si allontana dal sistema ottico. Dunque, a causa della cancellazione delle forze
interne, la forza totale esercitata sulla vela solare sarà data solo dalle forze agenti
sul collettore e sul direttore. Detta Ap la proiezione della superficie riflettente del
collettore su di un piano ortogonale all’asse del collettore, la forza totale agente su
di esso è data da:
fc =
∑
f i = PApuˆi (A.30)
dove P è la pressione di radiazione solare e uˆi è il versore che indica la direzione
di propagazione della radiazione solare (uˆi ≡ rˆ). Essendo le superfici perfetta-
mente riflettenti, il modulo della forza esercitata dalla radiazione riflessa sul riflet-
tore è uguale al modulo della forza agente sul collettore; quindi la forza agente sul
direttore è data da:
fr =
∑
f r = −|fc|uˆr (A.31)
dove uˆr é diretto lungo il cammino dei fotoni riflessi dal direttore. La forza totale
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Figura A.10: Schema delle forze agenti sul SPT nel caso di modello ideale.
agente sulla vela è data dalla somma dei due contributi:
f = fc + fr (A.32)
per cui, usando l’identitá vettoriale ui − ur = 2(uˆi · nˆd)nˆd, la forza totale agente
sulla vela è data da:
f = 2PAp(uˆi · nˆd)nˆd (A.33)
essendo, poi uˆi · nˆd = cosα, si ha:
f = 2PAp cosαnˆd (A.34)
L’accelerazione si ottiene semplicemente dividendo la forza per la mass m della







Si vede, quindi, che il modulo della forza, ossia dell’accelerazione, varia con il
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coseno dell’angolo di cono e ciò determina un significativo vantaggio rispetto alle
vele convenzionali, come mostrato in figura A.11.
































Figura A.11: Confronto fra le accelerazioni normalizzate di un SPT (cosα) e di una vela
convenzionale (cos2 α) in funzione dell’angolo di cono α.
A.6.7 Vela composta: modello di forza ottico
Andremo ora ad analizzare il modello matematico della spinta fornita da una vela
composta considerando le proprietà ottiche dei vari componenti della vela. La forza
totale agente sulla vela viene calcolata come somma di tre contributi separati: la
forza agente sul collettore, fc , la forza agente sul riflettore, fr, e la forza agente sul
direttore, fd:
f = fc + fr + fd (A.36)
La corrispondente accelerazione del veicolo, a, si ottiene dividendo f per la massa
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totale m del veicolo. In tal caso, dunque, si dimostra che l’accelerazione ha la
seguente espressione [11], [6]:
a = (PAp/m) [Arˆ+ (B cosα + C) nˆd] (A.37)
dove P = P (r) è la pressione di radiazione solare e Ap è la superficie riflettente
del collettore proiettata su di un piano ortogonale ad rˆ. In altri termini, Ap è l’area
del collettore come viene vista dai raggi paralleli provenienti dal Sole. Ovviamente,
risulta essere Ap = piR2c(sin2 ξ0−sin2 ξ1). A, B e C sono i coefficienti di forza della
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, C = b2cb2rb3d
4
, (A.39)
dove b1c ,b2c ,b3c , b1r ,b2r ,b3r e b1d ,b2d ,b3d sono i coefficienti di forza relativi alla vela
solare convenzionale correlati, rispettivamente, alle proprietà ottiche della pellicola
riflettente del collettore, del riflettore e del direttore. Nelle equazioni (A.6.7) e
(A.39) abbiamo usato il fatto che ρcsc = b2c/2 e ρrsr = b2r/2 (si ricordi che,
in generale, b2 = 2ρs). L’equazione (A.37) è la forma generale dell’accelerazione
sperimentata da una vela composta con proprietà ottiche. I coefficienti di forza B e C
sono funzioni esclusivamente delle proprietà ottiche del materiale riflettente, mentre
A dipende anche dalla geometria del collettore attraverso l’angolo di apertura ξ0. La
geometria dell’area riflettente del collettore è illustrata in figura A.12.
Si noti che nel caso ideale (A = 0, B = 2, e C = 0) l’equazione (A.37) si riduce al
ben noto risultato:
a = (2Ap/m) cosαnˆd (A.40)
da cui si ricava che l’accelerazione è proporzionale al coseno dell’angolo di cono
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Figura A.12: Geometria del collettore
α.








Un confronto fra l’accelerazione sperimentata da una vela piana convenzionale [si
veda l’equazione (A.18)] e quella di una vela composta [si veda l’equazione (A.37)]
mostra che quest’ultima ha la stessa struttura della prima fatta eccezione per il ter-
mine cosα. Questa è esattamente la differenza fra le vele convenzionale e composta
nel caso ideale.
Avendo stabilito una dipendenza dell’accelerazione della vela composta dalle pro-
prietà ottiche dei suoi componenti, è interessante studiare differenti scenari dove
vengono paragonate fra loro varie approssimazioni. In particolare, considereremo
tre casi in cui aumentano progressivamente le differenze della vela rispetto al model-
lo ideale. Come prima approssimazione, consideriamo un modello (detto OC-IR-
ID) caratterizzato da un comportamento ottico del collettore e da proprietà ottiche
ideali sia del riflettore che del direttore. Il secondo caso (OC-OR-ID) assume un
comportamento ottico sia del collettore che del riflettore e proprietà ottiche ideali
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del direttore. L’ultimo caso (OC-OR-OD) assume un comportamento ottico di tutti
e tre i componenti. Dato che l’area del collettore è molto più grande delle aree del
riflettore e del direttore, è ragionevole pensare che il modello OC-IR-ID rappresenti
un modello matematico realistico per una vela solare in cui vengano considerate
le proprietà ottiche. Infatti, le perdite di prestazioni dovute al comportamento non
ideale del riflettore e del direttore possono essere tenute sotto controllo mediante
l’utilizzo di materiali riflettenti con proprietà ottiche migliorate. Tuttavia, le altre
due approssimazioni (OC-OR-ID e OC-OR-OD) possono essere pensate come un
limite inferiore per le prestazioni ottenibili da una vela composta non ideale. Per un
fissato valore di ξ0, maggiori sono le differenze rispetto al caso ideale, maggiore è
il valore del coefficiente A e, conseguentemente, maggiore è la componente radiale
dell’accelerazione. I coefficienti di forza A, B e C sono valutati nella tabella A.3
sotto l’assunzione che le caratteristiche del film riflettente corrispondono a quelle
di una vela quadrata studiata al JPL e ξ0 = 15 deg.
coefficiente vela ideale OC-IR-ID OC-OR-ID OC-OR-OD
A 0 0.1621 0.3042 0.4225
B 2 1.6544 1.3685 1.1320
C 0 0 0 -0.0075
Tabella A.3: Coefficienti di forza A,B e C per una vela composta avente uno strato di Al-
Kapton come superficie riflettente per i quattro modelli analizzati (ξ0=15 deg).
È interessante a questo punto studiare la variazione dell’accelerazione a0 = |a0|
della vela composta nel modello di forza ottico in funzione dei parametri geometrici





A2 + (B cosα+ C)2 + 2A cosα(B cosα + C) (A.42)
La figura A.13 mostra il modulo dell’accelerazione normalizzata della vela compos-
ta, a/(2PAp/m), in funzione dell’angolo di cono α per vari modelli di vela usando
i coefficienti della tabella A.6.7. Nella stessa figura è anche riportata l’accelera-
zione adimensionalizzata di una vela piana ideale. A differenza di quanto accadeva
per la vela convenzionale, nelle vele composte in cui si considerano le proprietà
ottiche del materiale, l’accelerazione della vela è sempre diversa da zero per ogni
valore dell’angolo di cono. Inoltre, nel caso di vela composta esiste un valore critico
dell’angolo di cono al di sopra del quale l’accelerazione generata nel modello ottico
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Figura A.13: Accelerazione di una vela composta (normalizzata col massimo modulo
dell’accelerazione per il modello ideale) in funzione dell’angolo di cono α.
è maggiore di quella ottenibile nel caso ideale. Il valore in questione dell’angolo di
controllo si ottiene semplicemente ponendo |acaso ottico| = |acaso ideale|:
A2 + (B cosα+ C)2 + 2A cosα (B cosα+ C) = 4 cos2 α (A.43)
da cui si ottiene, dopo alcuni passaggi algebrici:
cosα∗ =
−C(A+ B −√C2A2 − B2A2 + 4A2 + 4C2 − 2A3B
B2 + 2AB − 4 (A.44)
Assumendo ξ0 = 15 deg, si ottiene α∗ ∼= 68 deg per il modello OC-IR-ID, α∗ ∼= 66
deg per il modello OC-OR-ID, e α∗ ∼= 72 deg per il modello OC-OR-OD.
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A.7 Accelerazione caratteristica della vela
Nel paragrafo A.5, è stato introdotto il coefficiente di snellezza β della vela, che è
di fondamentale importanza nella definizione delle prestazioni di una vela solare.
In letteratura viene a volte utilizzato un altro parametro al posto di β detto accele-
razione caratteristica.
L’accelerazione caratteristica ac è definita come il modulo massimo dell’accelera-
zione (ponendo α = 0) sperimentata dalla vela quando questa si trova ad una dis-
tanza pari ad un’unità astronomica dal Sole (r = r⊕ = 1AU ) ovvero alla distanza
media Terra-Sole. Visto che l’accelerazione della vela dipende dalle caratteristiche
ottiche del materiale riflettente, si deduce che anche ac sarà anch’essa una funzione
dei coefficienti di forza.
Sfruttando le relazioni delle accelerazioni calcolate nei paragrafi precedenti è pos-
sibile esprimere ac in funzione del parametro di snellezza β per le due classi di vela

























Nella figura A.14 è riportato l’andamento di ac in funzione di β per le due tipologie
di vela. Nella figura è stato considerato il modello OC-OR-OD di vela composta.
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conv. e SPT ideale
conv. ottico
SPT ottico
Figura A.14: Accelerazione caratteristica ac in funzione del parametro di snellezza β
per una vela convenzionale e per una vela composta (modello OC-OR-




Traiettorie Ottime di trasferimento
orbitale
B.1 Introduzione
Lo studio della traiettoria è di fondamentale importanza nell’analisi di una missione
spaziale. Nella determinazione di una traiettoria, il vincolo più stringente che deve
essere considerato è, senza dubbio, l’apparato propulsivo. Infatti, il sistema pro-
pulsivo influenza in maniera determinante la selezione del percorso da seguire in
una assegnata missione. In quest’ottica, riveste un’importanza fondamentale l’otti-
mizzazione della traiettoria in quanto i parametri di controllo possono essere scelti
in modo da massimizzare o minimizzare un assegnato indice di prestazione. La
possibilità di poter effettuare una determinata missione spaziale è vincolata essen-
zialmente da due fattori: la possibilità di imbarcare una quantità finita di propellente
e il tempo richiesto per effettuare la missione (come il trasferimento di una sonda
su un altro pianeta).
Il problema del consumo del propellente è particolarmente sentito nel caso si uti-
lizzino propulsori che fanno variare la massa del veicolo. In tal caso l’indice da
minimizzare è la massa del propellente necessaria per effettuare un dato trasferi-
mento. Quando invece la spinta dipende direttamente dalla radiazione solare in-
cidente, come avviene nel caso delle vele solari, e non si ha variazione di massa
durante la missione, un indice di prestazione naturale è il tempo totale necessario
per effettuare il trasferimento. Traiettorie di minimo tempo di veicoli aventi come
sistema propulsivo principale una vela solare sono state studiate da vari autori (si
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veda, ad esempio, il riferimento [12]).
Nel presente Capitolo verrà esposto il problema di ottimizzazione nelle sue linee
generali introducendo le equazioni del moto che descrivono la dinamica del sistema
con i relativi modelli della spinta e i sistemi di riferimento usati.
B.2 Equazioni del Moto
Le equazioni del moto di una vela solare nel sistema di riferimento inerziale eliocentrico-




dove [r]τ¯ = [rx,ry,rz]T e [v]τ¯ = [vx,vy,vz]T sono rispettivamente i vettori posi-
zione e velocità del veicolo spaziale, le cui componenti sono espresse nel sistema
di riferimento τ¯; a è l’accelerazione propulsiva dovuta alla vela e legata alla pres-
sione di radiazione solare.
Poiché lo stato del veicolo spaziale ad un certo istante di tempo è univocamente
determinato dalle componenti dei vettori posizione e velocità, si assume un vettore
di stato, y, definito come:
[y]τ¯ = [rx,ry,rz,vx,vy,vz]
T (B.2)
L’espressione dell’accelerazione propulsiva, a, in funzione degli angoli di control-
lo della vela dipende, come abbiamo visto nel capitolo A, dalla tipologia della vela
(convenzionale o composta) e dal modello di forza utilizzato (ideale o ottico). Si
riportano di seguito i risultati ottenuti nel Appendice A scrivendo in questo modo
l’espressione dell’accelerazione propulsiva a:
• Vela convenzionale:come già detto, si indica come convenzionale quella classe
di vela comunemente denominata in letteratura con il termine piana (flat).
Modello ideale Supponendo che la superficie riflettente di cui è dotata la
vela si comporti in maniera ideale, vale a dire che rifletta in maniera speculare
i raggi incidenti senza assorbirli o trasmetterli in alcun modo, si può utilizzare
l’equazione A.15 che per completezza viene riportata di seguito:
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Modello ottico Considerando il comportamento ottico reale della vela, at-























• Vela composta:anche nel caso della vela composta o SPT sono stati consi-
derati due modelli di forza: ideale, in cui vi è una perfetta riflessione dei
raggi solari, ed ottico, che tiene conto del comportamento reale del materiale
riflettente.















Modello ottico Ricordando la trattazione del paragrafo A.6.7 , l’accelera-








[Arˆ+ (B cosα+ C) nˆ] (B.6)
Notiamo che, nelle equazioni (B.5) e (B.6) abbiamo posto nˆd ≡ nˆ per unificare le
espressioni delle accelerazioni relative alle due tipologie di vela, dato che i prodotti
scalari nˆ · rˆ e nˆd · rˆ sono entrambi eguali a cosα. Dunque, a seconda delle approssi-
mazioni prese in esame, i coefficienti di forza b1,b2,b3 nel caso di vela convenzionale
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e A,B,C nel caso di vela composta assumono gli opportuni valori.
Per poter scrivere esplicitamente, in termini di componenti, le equazioni del moto
della vela solare è necessario esprimere l’accelerazione propulsiva nel sistema di
riferimento inerziale τ¯. Per effettuare questa operazione si procede in due passi:
(1) si valuta l’accelerazione della vela nel sistema di riferimento orbitale τorb dove
risulta semplice esprimere le componenti di a,
(2) si effettua una trasformazione di coordinate per passare dal sistema di riferi-
mento orbitale τorb al sistema di riferimento eliocentrico-eclittico τ¯.
Questo calcolo sarà sviluppato nel seguito del paragrafo.
B.2.1 Accelerazione propulsiva nel sistema orbitale τorb
Dalle espressioni dell’accelerazione della vela nei modelli riportati nelle equazioni
(B.3), (B.4), (B.5) e (B.6) si ricava che per ottenere le componenti di a è neces-
sario scrivere esplicitamente l’espressione del versore normale alla superficie della
vela (ossia al direttore) n. Le sue componenti nel riferimento orbitale, [n]τorb =
[nx,ny,nz]
T








essendo α e δ rispettivamente l’angolo di cono e l’angolo di azimut che definiscono
l’orientamento della vela.
B.2.2 Trasformazione di coordinate da τorb a τ¯
Nel paragrafo precedente è stata ricavata l’espressione del versore nˆ nel riferimento
orbitale τorb. Tuttavia, risulta conveniente effettuare l’integrazione della dinamica
del problema nel sistema di riferimento inerziale eliocentrico-eclittico τ¯. È neces-
sario, quindi, ricavare le componenti dell’accelerazione propulsiva della vela in tale
sistema di riferimento.
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A tal proposito è necessario risolvere preliminarmente il problema della trasforma-
zione di coordinate tra i due sistemi di riferimento considerati. Detto w un generico
vettore, le sue componenti nei due sistemi di riferimento sono legate fra loro dalla
relazione:
[w]τ¯ = T [w]τorb (B.8)
dove T è la matrice di trasformazione che consente di determinare il cambiamento
di coordinate ed è l’oggetto della seguente discussione.
Le definizioni dei sistemi di riferimento considerati sono riportate nel paragrafo
A.6, mentre nella figura B.1 sono riportati gli angoli che definiscono l’orientamento
relativo degli stessi.
Figura B.1: Trasformazione di coordinate tra sistema di riferimento eliocentrico-eclittico
τ¯ e sistema orbitale τorb.
La matrice di trasformazione T può essere calcolata in funzione degli angoli λ e ϕ di
figura. Tali angoli possono essere definiti in funzione delle componenti del vettore
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posizione della vela valutate nel sistema di riferimento inerziale, [r]τ¯ = [rx,ry,rz]T ,















Per poter definire correttamente la matrice di trasformazione è necessario distin-
guere due casi, discriminati dal valore assunto dall’angolo ϕ. In particolare, bisogna
distinguere i due casi ϕ ∈ [−pi/2; pi/2] e ϕ ∈ [pi/2; 3pi/2]. Analizziamo, quindi, i
due casi:
• ϕ ∈ [−pi/2;pi/2]
Osserviamo che per sovrapporre le due terne di riferimento (entrambe levogire) è
opportuno eseguire le seguenti rotazioni:
1. Rotazione antioraria (positiva) intorno all’asse z di un angolo λ: l’asse x si
sovrappone ad rxy;
2. rotazione oraria (negativa) intorno all’asse y′ del nuovo sistema di riferimento
τ
′
¯ di un angolo −ϕ : x′ va a coincidere con xorb;
3. rotazione antioraria (positiva) intorno all’asse x′′ ≡ xorb di un angolo pari a
90◦: le due terne coincidono.
Dato che la rotazione è imposta a τ¯, si ha, con ovvio significato dei simboli:













dove Tz(λ),Ty(−ϕ), e Tx(pi/2) sono le matrici elementari di rotazione definite nel
seguente modo:
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Tz(λ) =









− sin(−ϕ) 0 cos(−ϕ)
 =





























T = Tz(λ)Ty(−ϕ)Tx(pi/2) (B.14)
Il risultato di tale operazione è la seguente matrice:
T =

cosλ cosϕ − cosλ sinϕ sinλ
sinλ cosϕ − sinλ sinϕ − cosλ
sinϕ cosϕ 0







In tal caso, le rotazioni da imporre alla terna inerziale τ¯ sono le seguenti:
1. Rotazione antioraria (positiva) intorno all’asse z di un angolo (λ+ pi): l’asse
x si sovrappone ad rxy;
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2. rotazione oraria (negativa) intorno all’asse y′ del nuovo sistema di riferimento
τ
′
¯ di un angolo −(pi − ϕ) : x′ va a coincidere con xorb;
3. rotazione antioraria (positiva) intorno all’asse x′′ ≡ xorb di un angolo pari a
90◦: le due terne coincidono.
In maniera del tutto analoga a quanto fatto in precedenza, si ha che, in questo caso,
la matrice di trasformazione è:
T =

cosλ cosϕ cosλ sinϕ − sinλ
sinλ cosϕ sinλ sinϕ cosλ
sinϕ − cosϕ 0

Si hanno a questo punto tutti gli elementi per avere una completa descrizione della
dinamica della vela solare. Dalla relazione (B.8) è possibile ricavare l’espressione
del versore normale nˆ nel sistema di riferimento eliocentrico τ¯ essendo esso noto
nel riferimento orbitale (si veda l’equazione (B.7)). Dunque, il sistema (B.1) può
essere scritto nel sistema di riferimento inerziale eliocentrico-eclittico. Le incognite
del sistema sono sono le componenti in questo riferimento del vettore posizione
[rx,ry,rz] e del vettore velocità [vx,vy,vz], del veicolo spaziale.
B.3 Formulazione del problema di ottimizzazione
Il problema da risolvere è quello di determinare la traiettoria e la storia temporale
delle variabili di controllo che corrispondono ad un trasferimento ottimo, ovvero di
minimo tempo, mediante l’uso di metodi diretti: si deve minimizzare l’intervallo
di tempo, ∆t = tf − t0 ≡ tf , necessario a trasferire un veicolo spaziale da uno
stato iniziale yt0 = y0 al tempo t0 = 0 ad uno stato finale y(tf ) = yf al tempo
tf . Questo equivale a risolvere un problema di trasferimento ottimo vincolato, in
cui cioé si minimizza un assegnato indice di prestazione rispettando al contempo
alcuni vincoli imposti dal sistema. Per il problema in esame, la funzione obiettivo
da ottimizzare è il tempo di trasferimento e quindi:
J = tf (B.15)
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Il problema viene dunque risolto integrando le equazioni del moto date dal sistema
B.1 imponendo i seguenti vincoli:
- condizioni imposte sulle variabili di stato y all’istante iniziale t0 = 0 (condi-
zioni iniziali):
y(t0) = y0 (B.16)
- condizioni imposte sulle variabili di stato y all’istante finale tf (condizioni al
contorno), necessarie per specificare il tipo di rendez-vous considerato:
y(tf ) = yf (B.17)
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